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ЗИ НВА АНЕ 80 年 代 初 开始 研究 并 应 用 的 一 种 预 
报 方法 . 由 于 这 种 方法 充分 考虑 了 被 预报 系统 的 时 变 特性 ， 所 以 较 大 地 提 
高 了 预报 精度 ， 几 年 来 * 这 种 方法 已 成 功 地 应 用 于 石油 、 农 业 、 天 气 、 经 济 
系统 的 预报 以 及 工业 过 程 自 适应 控制 并 收 到 了 较 好 的 效果 . 

本 书 较 系统 地 介绍 了 多 层 递 阶 预 报 方法 及 其 应 用 。 令 述 了 一 些 与 其 有 
关 的 基础 知识 、 如 系统 辨识 的 基本 理论 、 多 层 时 间 序 列 分 析 和 多 层 建 模 方 
法 等 等 。 

本 书 可 作为 自动 控制 、 ERER KAR GS RREN 
及 有 关 专 业 的 大 学 生 和 研究 生 的 参考 书 。 
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在 当今 这 个 时 代 , 人 们 正 变 得 越 来 越 关 心 未 来 ,因而 对 预测 技 
术 的 研究 广泛 地 引起 了 人 们 的 重视 .由 于 计算 机 技术 的 飞速 发 展 ， 
使 得 定量 预测 有 了 强 有 力 的 计算 工具 ,因而 对 于 定量 预测 的 理论 
和 方法 的 研究 也 有 了 很 大 进展 . 但 是 目前 常用 的 各 种 定量 预测 方 
法 ,都 或 多 或 少 地 存在 着 一 定 的 缺点 ,其 主要 原因 是 ， 用 一 个 非 时 
变 的 预报 模型 来 预报 一 个 时 变动 态 系统 的 状态 或 输出 ,会 引起 较 
大 的 预报 误差 ,而 且 随 着 预报 步 长 的 增加 ， 这 种 误差 增加 得 很 快 。 
为 此 ,我 们 从 1982 年 展开 了 多 层 递 阶 预报 方法 及 其 应 用 的 研究 . . 

建立 预报 模型 是 定量 预报 的 一 个 关键 性 步 又。 把 以 控制 系统 
设计 为 目的 而 建立 的 控制 模型 进行 适当 改变 ， 就 可 以 作为 以 预报 
为 目的 的 预报 模型 。 但 预报 问题 有 着 自己 的 特殊 性 ， 如 果 忽略 了 
这 种 特殊 性 ,用 处 理 控制 问题 的 某 些 观点 和 方法 来 处 理 预报 问题 ， 
将 可 能 使 预报 效果 受到 一 定 的 影响 。 

控制 系统 ,特别 是 具有 反馈 环节 的 控制 系统 ,要 求 其 数学 模型 
对 可 能 出 现 的 系统 状态 变化 有 较 广泛 的 适应 性 ， 即 要 求 模型 具有 
“ 相 空间 ”的 某 种 大 范围 的 特征 ， 然 而 预报 问题 的 解决 ， 基 本 上 是 
依据 系统 状态 及 与 之 有 关 的 某 些 量 的 过 去 和 现在 的 一 组 观测 值 来 
推断 它 的 未 来 ， 此 时 ,我 们 仅 涉 及 到 系统 的 一 条 “ 轨 线 ”"。 这 就 是 
说 ,预报 模型 不 一 定 要 求 具有 “ 相 空 间 * 的 大 范围 特征 。 但 从 另 一 
方面 看 ,预报 问题 总 是 要 涉及 一 定 的 “时 间 尺 度 ”, 特 别 是 “长 期 " 预 
报 , 其 “时 间 尺度 ”就 更 大 了 .所 以 说 ,“ 相 空间 ”中 的 局 部 性 和 “时 
间 尺 度 " 的 大 范围 性 ,是 预报 问题 所 具有 的 特殊 性 。 因 而 用 预报 模 
型 进行 辨识 和 预测 ,都 应 该 有 相应 的 特殊 方法 ,这 就 是 我 们 提出 的 
多 层 建 模 方法 的 思想 基础 。 

多 层 递 阶 预报 方法 已 在 石油 农业、 天气、 经济 和 交通 等 方面 
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得到 了 应 用 ,并 收 到 了 较 好 的 效果 。 目前 ,多 层 递 阶 方法 的 理 沦 和 
应 用 仍 处 于 发 展 阶段 . 

本 书 对 多 层 建 模 方法 、 多 层 递 阶 预报 方法 及 其 应 用 情况 进行 
了 介绍 ， 作 为 基础 也 介绍 了 系统 辨识 的 基本 理论 与 已 有 的 重要 预 
报 方法 .我 之 所 以 有 勇气 写 这 本 书 ， 是 因为 受到 了 自动 控制 界 许 
多 同行 们 的 鼓励 . 

张 志 方 教授 仔细 地 阅读 了 原稿 并 提出 了 宝贵 意见 。 陈 振 宇 高 
级 工程 师 和 王 恩 平 副 研究 员 对 于 本 书 的 写作 给 予 了 大 力 支持 ， 赵 
永 胜 、 张 恩 想 和 王 杰 等 同志 在 他 们 各 自 的 工作 中 成 功 地 应 用 了 多 
层 递 阶 方法 , 汤 兵 勇 和 郭 一 新 间 志 帮助 我 完成 了 大 量 的 计算 工作 ， 
王 洪 桥 、 吴 敏 惠 等 同志 帮助 我 整理 了 节 稿 ,在 此 向 他 们 表示 谢意 。 

为 了 便于 实际 工作 者 阅读 ， 对 本 书 中 的 某 些 定理 没有 进行 严 
格 的 推导 ， 对 此 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 文献 。 由 于 作者 水 平 有 
限 , 错 误 在 所 难免 ,希望 得 到 批评 指正 。 

编著 者 
1987 年 3 月 1 日 





Е-ж E E. E 
біл 随机 序列 .…… сыра 





1 
$1.2 
81.3 
ЗЕ 
5 
6 
7 





ы. 
51. 
51. 


524 
62.2 
%2.3 
52.4 
62.5 
%2.6 
5220 常见 的 递 推算 法 所 对 应 的 微分 方程 - 
$2.8 ти и не 
52.9 ”模型 定 阶 的 AIC 准则 - 
С 92.10 模型 定 阶 的 FPE 准则 … 
第 三 章 ”解决 预报 问题 的 古典 方法 … 
ӛзі 时间 序列 的 预报 问题 … 
$3.2 瓦尔 德 分 解 … 
$3.3 ”平稳 时 间 序列 预 报 的 维 纳 - 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方法 
$ 3.4 时间 序列 预报 的 博克 斯 -詹金斯 方法 
535 具有 MA 噪声 的 系统 预报 的 奥 斯 特 隆 姆 方法 … 
$3,6， 自 校正 预报 方法 


























. iio 








53.7 


卡尔 曼 预 报 方法 





Ел ”动态 系统 时 变 参 数 的 辨识 ……………………… 100 


54, 
54.2 
543 
544 
54.5 
54.6 
547 
54.8 
54.9 


54.10 典型 形式 的 结构 确定 
с беа 算法 的 递 推 化 问题 
яла 多 层 递 阶 建 模 与 预报 


55. 
55.2 
55.3 
55.4 
%5.5 
55.6 
%5.7 
%5.8 
%5.9 


第 六 章 ”天 气 与 农业 系统 的 预报 


5641 
56.2 
56.3 
$6.4 
56.5 
%6.6 
%6.7 
56.8 
56.9 


е ју 


预报 模型 的 参数 辨识 准则 
预报 模型 的 参数 估计 算法 … 
多 输出 系统 的 参数 估计 
多 输出 系统 的 分 解 … 
参数 估计 算法 的 改进 
参数 估计 算法 的 分 析 …* 
预报 模型 参数 的 完全 辨识 
典型 形式 уд = PCR) AECK) + (К) -- 
时 变 参 数 的 辨识 与 典型 形式 … 


































时 间 序 列 的 多 层 分 析 方法 
多 层 递 阶 预报 方法 
高 层 时 间 序 列 建 模 与 预报 的 具体 方法 
预报 结果 的 误差 分 析 …* 
相关 噪声 干扰 下 的 多 层 递 阶 预 报 方法 
预报 问题 的 特殊 性 
一 致 小 误差 预报 
预报 模型 参数 估 值 的 初 值 选择 
非 线性 模型 线性 化 的 一 种 途径 … 














天 气 系统 及 其 预报 问题 
关于 春季 平均 气温 的 长 期 预报 
西 太平 洋 夏 季 各 月 份 副 高 面积 指数 长 期 预报 
西 太平 洋 夏 季 各 月 份 副 高 西 件 准点 长 期 预报 
农作物 单位 面积 产量 的 预报 模型 
试验 预报 的 结果 与 分 析 - voresre 
主要 农作物 单位 面积 产量 向 后 18 年 的 预报 结果 
小 麦 单位 面积 产量 的 多 层 递 阶 自 迎 归 预报 -- 
关于 农业 总 产值 的 预报 



















第 七 章 工业 经 济 系统 的 预报 … 
$7.1 油田 产量 的 预报 …………… 
$7.2 产品 销售 量 的 预报 … 
$7.3 工业 总 产值 的 预报 … 

第 八 章 ”多 层 递 阶 方法 在 自 适应 控制 中 的 应 用 
$8.1 参数 预报 自 适 应 控制 及 其 在 农业 中 的 应 用 
$8.2 ЕЕЕ не 
$8.3 含 未 知 部 分 的 自 适 应 控制 模型 的 补偿 方法 
$8.4 ”补偿 自 适应 最 小 方差 控制 …………………… 
$8.5 多 层 递 阶 参数 自 适应 控制 在 造纸 机 上 的 应 用 

















Ж-Е 基本 数学 模型 
бы 随机 序列 


预报 (或 预测 ) 的 基本 问题 就 是 要 依据 事物 的 发 展 变化 规律 推 
断 它 的 未 来 ， 不 掌握 事物 的 发 展 变化 规律 ， 就 没有 办 法 对 它 进行 
准确 的 预报 ， 可 以 说 ,认真 研究 和 正确 掌握 事物 发 展 变化 规律 ,是 
预报 工作 的 基础 ， 

为 正确 地 揭示 和 掌握 事物 的 发 展 变化 规律 ， 必 须 对 它 进 行 一 
系列 的 观测 或 实验 ， 从 中 提取 必要 的 信息 。 疯 测 或 实验 的 结果 往 
往 被 表示 成 一 系列 数据 

Yis У 777» Ум 
从 概率 论 和 数理 统计 学 的 观点 来 看 ， 这 一 系列 数据 是 描写 所 考察 
事物 某 种 品 性 之 随机 序列 的 一 个 实现 的 组 成 部 分 。 

所 谓 随机 序列 ,是 指 一 族 随机 变量 

Кар kE T} 

ЕЖ, T= {+ , -2, —1, 0, 1, 2, =} R#T = (0, 1, 
2，'…}， 事 实 上 ， 一 个 随机 序列 是 定义 在 9 Xx T 上 的 二 元 函数 
х(о, k) we Q; RET 
而 9 是 概率 空间 (0, Z, Р) 的 基本 事件 集 〈 基 本 空间 )，7 称 为 
随机 序列 的 参量 集 ， 对 lo, А) 进行 一 次 观测 , 相当 于 固定 一 个 

оє 9 从 而 得 到 它 的 一 个 实现 
jy， 

随机 序列 {x4， kE T) 的 整数 变量 k 往往 表示 某 种 时 间 ， 例 
如 第 小 时 、 第 天、 第 年 、 第 《次 等 等 ,所 以 人 们 常常 把 随机 序 
列 称 为 时 间 序 列 . 

类 似 地 ， 如 果 参 量 集 是 一 个 连续 系统 ， 则 相应 的 随机 变量 族 


.:. 





1» "е 7}， 称 为 随机 过 程 。 
由 于 随机 序列 或 随机 过 程 是 由 一 族 随机 变量 构成 的 ， 因 此 它 
有 着 自己 的 统计 特征 。 


1. 随机 序列 的 分 布 
设 {xx} 是 一 个 随机 序列 ， 对 于 参量 值 的 任何 一 个 有 限 的 集 
E {аа tts је 了 了 ， 相 应 的 随机 变量 组 成 了 一 个 随机 向 量 
ыы 77 У) 

z 表示 转 置 。 它 的 联合 分 布 函数 

Faltis Xis 77795421» 1» РА ta) 

"Р(х, S у, 4,55 Yas 5 х, У) 

称 为 随机 序列 的 一 个 有 限 维 分 布 函数 . 


由 于 随机 序列 中 含有 可 数 无 穷 多 个 随机 变量 ， 因 此 它 的 有 限 
维 分 布 函数 的 数目 是 无 限 的 ,并 形成 一 个 族 
{Faltis ха, 257» Хај ћу ћу 97, 1а)) 
我 们 称 此 为 随机 序列 的 有 限 维 分 布 函数 族 . 
随机 序列 的 有 限 维 分 布 函数 应 该 满足 下 述 条 件 : 
1) 对 称 性 : 对 于 1，2，…, n 的 任何 一 种 重新 排列 +1，r;， 
"ы, Ға» 2: 
Е.(у,, Yrs 7079 9,401,918, 779 5) 
= FA Yas 773» Yosh fas 59) ta) 
2) 相 容 性 :对 于 任意 的 m< a, ВАТА 
Е,(»» 997779 Jas ћу із» 777» Га) 


= Ба“ (у, 955794» Эм» 777 Yai fis fas 9, la) 


е” 
这 就 是 说 ,对 于 任何 随机 序列 , 必 有 与 之 相应 的 有 限 维 分 布 函 
数 族 。 反 过 来 可 以 证 明 , 如 果 给 定 了 一 族 有 限 维 分 布 函数 , 且 它 满 
足 对 称 性 和 相 容 性 条 件 , 则 必 能 找到 一 个 随机 序列 , 且 它 与 有 限 维 
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分 布 函 数 族 相对 应 。 

有 限 维 分 布 函数 族 完全 描述 了 随机 序列 的 分 布 特征 ， 但 是 全 
部 掌握 这 一 族 分 布 函数 通常 是 十 分 困难 的 .从 应 用 的 观点 来 看 ,有 
时 也 没有 这 种 必要 .而 仅 需 掌握 它 的 某 些 参数 特征 ， 就 可 以 描述 
随机 序列 的 主要 统计 特性 了 。 因此， 以 下 我 们 来 介绍 随机 序列 的 
ERRE. 


2. 均值 序列 (函数 ) 
对 于 每 个 ke Т, 随机 变量 xx 的 均值 如 果 存 在 , 则 
i ulk) = Еа) 


形成 一 个 序列 (АҺ FER АС) 为 随机 序列 {x} 的 均值 
序列 。 


За 
对 于 任何 的 两 个 时 刻 《, 16 Т, Ж 
E{ (Car — ис) Са — и(1))) = сом хь, з} 
存在 , 则 称 其 为 随机 序列 {x} 的 协 方差 函数 , 记 作 r(*, !)， 特 别 


地 称 cov{x4，xk} 为 随机 序列 {x4} 的 方差 函数 ， 在 {x4} 取 复 值 
的 情形 ， 我 们 有 


"(А 1) = E{ (x, — ВО) ) Ст—и(1))) 


显然 有 
| DI < r(k, ОИ, 1 (1.1) 
4. 相关 函数 
随机 序列 的 相关 函数 Plk, 1) 定义 为 
olk 1) = Ы) (12) 


(к, К) 71,16 
协 方 差 函数 和 相关 函数 都 是 随机 序列 {x4} 在 不 同时 刻 4,? 的 
随机 变量 zt zx 相关 程度 的 数量 特征 。 





512 平稳 随机 序列 


平稳 随机 序列 在 时间 序列 分 析 中 占有 重要 地 位 ， 它 描写 了 这 
样 一 类 现象 : 其 统计 特性 不 随时 间 的 推移 而 变化 。 随 机 序列 的 平 
稳 性 可 分 为 狭义 的 和 广义 的 两 种 . 


1. 狭义 平稳 序列 


МЕ (а Ке 0, +1, 2, .…) 是 一 个 随机 序列 ， 如 果 对 全 

TRY kis kas о ka TIRER A, 随机 向 量 
Са» ЫЫЫ х.) 
与 随机 向 最 
Са,» ХА» 777 хара) 

此 有 档 同 的 分 布 ,就 说 该 序列 是 一 个 狭义 的 平稳 序列 。 

不 难看 出 ， 如 果 狭 义 平稳 序列 的 均值 函数 和 协 方差 函数 都 存 
在 , 则 必 有 . 

1) a(k) 一 (1) 一 y， 对 一 切 的 和 1/1; 

2) 6 1) = r(k — 1, 8), 对 一 切 的 和 1. 

这 就 是 说 ， 具 有 前 二 阶 矩 的 狭义 平稳 序列 ， 其 均值 函数 为 常 
数 , 协 方差 函数 仅 依赖 于 时 刻 丰 与 ! 22. 于 是 ,如 果 令 т-4- 
1, ДІН r(%, 1) = r(r, 0), FEK ,(с,0) 简 记 为 >(r). 


2. 广义 平稳 序列 


设 {rr КЕ ТУ 是 一 个 具有 二 阶 矩 的 随机 序列 ， 如 果 它 满足 
1) 1—0 к, WA ulk) = с, 是 与 《无 关 的 常数 ; 
2) 对 一 切 整数 《和 1, А 
"а. С 1, 9) = “(А-1) 
则 说 该 随机 序列 是 一 个 广义 平稳 序列 ， | 
显然 ， 具 有 二 阶 矩 的 狭义 平稳 序列 必 为 广义 平稳 序列 .但 前 
二 阶 矩 一 般 并 不 能 决定 随机 变量 的 整个 分 布 ， 所 以 广义 平稳 序列 
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一 级 并 不 是 狭义 平稳 的 。 然 而 ,对 于 正 态 的 情形 , 则 例外 . 

我 们 说 一 个 随机 序列 是 正 态 的 (高 斯 的 ) ， 如 果 它 的 一 切 有 限 
维 分 布 都 是 正 态 的 。 因为 正 态 分 布 完 全 被 它 的 前 二 阶 矩 所 决定 ， 
所 以 正 态 的 广义 平稳 过 程 亦 必 是 狭义 平稳 的 。 


3. 协 方差 函数 和 谱 函 数 


对 于 广义 平稳 序列 而 言 , 协 方差 函数 r(*) 是 它 的 重要 数字 
特征 .不 难 验证 , 协 方差 函数 有 如 下 性 质 : 

1) r(0) 20; 

2) r(—k) = r(k); 

3) |001 < 700); | 

4) 对 任意 正 整数 n， KË, ад, +++ aa RER ko ka 37 
kas WA 

D У) „(А — Крав > 0 


i=1 j=1 


或 者 ” 阶 方 阵 
"0) а-ы) (一 名 ) 
"(а —%) 700) то ka) 
тС К) r(ka— k) 55 r(0) 
是 非 负 定 的 . 


反之 可 以 证 明 , 具 有 上 述 所 有 性 质 的 实数 序列 {tr(kt)}, 必 为 某 
平稳 序列 的 协 方差 函数 。 我 们 称 具有 上 述 所 有 性 质 的 序列 {r(《)} 
. 为 非 负 定 序列 ， 

定理 (700) 为 非 负 定 序列 的 充 要 条 件 是 它 能 够 表示 为 


+ А 
„ад = | онеро) аз) 
其 中 F(4) 是 | 一 士 , H 上 的 一 个 单调 不 大 函数 ,在 适当 的 正则 
化 情况 下 ，F(1) 由 r() 唯一 确定 。 如果 有 Ка) 使 4F(1) = 


5 





Ка)а, аз) 式 可 写 为 
r = |да 04) 


这 个 定理 的 证 明 可 参看 文献 [1]， 我 们 称 FA) 为 相应 的 平 
稳 序 列 的 谱 分 布 函数 或 简称 为 谱 函数 ， 如 果 万 2) 存在 , 则 称 它 为 
相应 的 平稳 序列 的 谱 密 度 函 数 或 简称 谱 密度 . 

进一步 还 可 以 证 明 : 

定理 1.2 ”如果 协 方差 函数 {r(《)} 满足 


5 1.001 < +оо 


і--е 


则 谱 密度 函数 一 定 存在 ， 且 


К) = У) кіре (15) 


4. 平稳 序列 的 谱 展 式 

设 (а, tE T) 是 一 个 随机 过 程 。 如 果 对 于 满足 Сина $< 
ПЕЋИ sis tis пп EA 

Ef ltn — (а, - x,)} = 0 

则 称 12, 16 7} 是 一 个 具有 直 交 增 量 的 过 程 。 可 以 证 明 如 下 的 
定理 ; 

定理 1.3 每 个 广义 平稳 序列 {x4,《* 一 0, 土 1, 62, 1 
具有 谱 展 式 


РЧ Із exitidZ (2) (1.6) 


вжі2а», = 116 i} 是 一 个 具有 直 交 增 量 的 过 
B, 并且 满 足 
Еа) = dF (2) 
FO) 是 该 平稳 随机 序列 的 谱 函 数 .在 适当 正则 化 的 条 件 下 ,2(1) 
由 {x4} 唯一 确定 。 详 细 的 讨论 可 参看 文献 [1]. 


. 6. 





513 滑动 平均 序列 


1. 平稳 序列 的 线性 运算 
设 {x4} 是 一 个 零 均 值 的 平稳 序列 ，m， аз, а, 是 常数 , 则 


= У) аза Ук 


1-1 
称 为 由 {x4} 经 线性 运算 所 得 到 的 序列 。 可 以 证 明 它 仍 是 一 个 零 
均值 的 平稳 序列 。 一 般 地 ,如 果实 数列 {ak} 满足 

> la| < с (1.7) 


则 


+. 
у = > Akt 


1-- е 


所 构成 的 序列 { 欠 } 仍 为 零 均 值 的 平稳 序列 。 
事实 上 ,由 于 有 条 件 (1.7) 式 , 所 以 


Ely) = 2) mrEtz- 人 一 0 
A 
进一步 ,由 于 


Е(уј = > 2 агат (0—1) 


--еі--« 


< ко 2 Pa [аг • loil 


– „о м) <+о м 


故 {yx} 具有 有 限 的 二 阶 矩 ， 其 中 7 (К) 表示 (хь) 的 协 方差 函数 ， 
又 由 于 


Е(у, u}= Е [ 5 ака 5 4151-і | 


=. ішсе 





+= 十 四 


= > 之 ага Е x; * мо 


ERRATA h ви) 是 一 个 平稳 序列 
2. 滑动 平均 
设 (ек) 是 一 个 零 均值 的 随机 序列 ,并 且 满 足 


cov{ers ег) == P • Ok 
其 中 8kv 满足 
1 += 
да 一 L өзі 
则 称 {cx} 为 零 均值 的 白 噪声 。 显然 它 也 是 一 个 平稳 序列 。 谱 密 
度 函 数 f.(4) 必 存 在 ,并 且 有 


10) 一 PB, k)eria 





其 中 8(《) 满足 
14-0 
яю- { о As0 
所 以 有 
0) = о 
这 就 是 说 , 白 噪 声 序列 的 谱 密 度 是 常数 。 
如 果 i 
= ў areri (1.8) 
其 中 {ex} 是 零 均值 的 白 噪声 , Е(4)--о, m (ап) 满足 
У la| < +оо 


则 说 {94} 是 Сек) 的 滑动 平均 (或 滑动 和 )，{yx} 是 一 个 平稳 随机 





序列 。 较 重要 的 是 下 述 的 单 边 滑动 平均 序列 


у 一 > аек (1.9) 
15%. 


其 中 {a4} 满足 3: ја] < 十 oo。 不 难 算出 。 它 的 协 方差 函数 
„4-0% 


т,(4 = 1) = Е (£ Gifki > aiei) 
іш 3-9 
= È, Хай (ее) 


i=0 і-о 


27-ы 
-Х У] аад ао" 


i=0 j=0 


азар варају 


i=0 j=0 
= о >; а а ас) 
У 1=0 
相应 的 谱 密度 函数 为 
Һа) = У губе 


іш-е 


+ o 
=g У) У} адат ™ 


АК=-е 1<0 
масом, REG а 一 0， 则 (19) 式 也 可 以 写成 双边 滑动 平 
均 的 形式 . 于 是 有 


= +o 
ҺО) = о X > аа ет Ы 


к=-9 [=-ә 


= же 
mg > > ааа A 
1 


ш-е ћ=-е 


же += 


-o > У атаке" 


1—0 ko- 





to +e 


таса > > ái еде Ti+ 


1ч0 і«-| 


+9 += 

= “(5 пе) ( У аен) 
1-0 ‘kat 

- p 

> РУЦИ 


1-9 


= g? 








如 果 置 
Cle) = > а=! 
1-0 
则 有 
0) = | C(e) 
特别 地 ,对 于 下 述 的 有 限 和 
у = 5 4165 (1.10) 


1=о 


我 们 有 
00) = а] C(e)? 
其 中 


Clz) 一 > аз! 


可 见 ,此 时 1,(4) 是 关于 е “的 多 项 式 . 





3. 具有 有 理 谱 密度 的 序列 


设 {x4} 是 一 个 平稳 序列 ,如 果 其 谱 密度 函数 存在 ， 而 且 具 有 
形式 
С(ет2)|г 
[AC emi) 
其 中 中 > 0, 而 4(z)，C(z) 皆 为 z 的 实 系数 多 项 式 .它们 之 间 
无 公 因子 ,并 且 АС), CO) 的 零点 丝 在 单位 加 外 。 我 们 就 称 {x4} 
为 具有 有 理 谱 密 度 的 平稳 序列 。 


410. 


Ка) = о 








序列 (1.10) 是 具有 有 理 谱 密 度 的 平稳 序列 ， 在 那里 A) = 
1, 
注意 到 谱 密度 的 一 般 形 式 


+2 


ю)- D Юе 


显然 它 是 2798 的 某 个 函数 。 在 满足 一 定 条 件 时 , КА) 可 以 具有 
连续 性 . 然 列 我 们 知道 ,任何 连续 函数 皆 可 用 有 理 函 数 逼 近 , 所 以 
具有 有 还 溢 密 度 的 序列 是 有 一 定 的 广泛 意义 的 ， 


514 ARMA 模型 


用 随机 序列 或 过 程 , 仅 能 对 客观 事物 本 身 ( 例 如 预报 对 象 ， 预 
报 因 子 等 ) 的 一 些 数 量变 化 特征 进行 描述 ,而 要 深入 研究 其 发 展 变 
化 规律 ,一 般 来 说 ,应 该 建立 起 它 所 满足 的 某 种 数学 模型 。 下 面 所 
介绍 的 АКМА 模型 ,是 描述 很 广泛 的 一 类 平稳 序列 的 变化 规律 
的 较 好 模型 。 
设 {x4} 是 一 个 随机 序列 , {ex} 是 零 均 值 的 白 噪声 序列 , 如果 
{ху 满足 
Er E аха Fete F Gakoa ™ er T Ciega 十 … 十 cock-m 
(1.11) 
而 多 项 式 
4(z) 一 1 十 az 十 … + а,2" 
С(х) = 1+ сх + --- + с" 
满足 条 件 
1) 40) 5 Сб) Е; 
2) алт 0, с„ з 0; 
3) Аа 和 Са) 的 零点 都 在 单位 圆 外 。 
此 处 还 假定 对 一 切 ! > 0, ха 与 er 不 相关 ， 则 序列 {x4} 称 
为 ” 阶 自 回归 -m 阶 滑 动 平 均 混 合 序列 ,模型 (1.11) 称 为 = 阶 自 回 
归 - m 阶 滑动 平均 混合 模型 , 简 记 为 ARMAC, т) 模型 。 ” 称 为 
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HEIR т 0 08 РИЙ. Э а), atts а. ЖАН 
回归 系数 ，c1, Cas 77, са 称 为 滑动 平均 系数 。 
特别 地 ,如 果 n= 0, 则 模型 称 为 纯 滑 动 平 均 模型 , 记 作 МА 
(т); 如 果 m 一 0， 则 模型 称 为 自 回归 模型 , 记 作 АК(л). RA 
地 ,我 们 称 满足 模型 AR(z) 的 序列 为 ARC) 序列 .满足 МА(т) 
的 序列 为 МА(т) 序列 . 
如 果 引 和 一步 延迟 算 子 47 
I'r = Ekis Teg = а 
则 АКМА(л, т) 模型 (1.11) 可 简 记 为 
44479 = С(4')е, алу 





其 中 
А097) = 1+ а97 + а + + а," 
C(O -1- 47 с 3 + с" 
以 下 的 定理 说 明了 АКМА(п. т) 模型 与 具有 有 理 谱 密度 的 
平稳 序列 之 问 的 关系 。 
定理 1.4 设 40779) 50. ш {x4} 是 随机 差分 方程 
4(47')х, = С(479е, 
的 平稳 解 , 则 {x4} 有 如 下 形式 的 谱 密度 
К) = Ceap 
Alem) 
Rh o 一 Bfe}. 反 之 如 果 均 值 为 零 的 平稳 序列 {x4} 的 谱 密度 具 
有 (1.12) 式 的 形式 , 则 它 必 满足 随机 差分 方程 
А(47Ух, = С(47е, 
证 明 注意 到 (e) 和 {xx} КРКЕ, RITA 


аа Ре 
ek ЈЕ е 201) 


其 中 z.(4) 为 相应 于 c4 的 具有 直 交 增 量 的 过 程 , 它 满足 
Е(|42,(%)|") = odh 





(1.12) 








х= | У сада (1) 


2.02) 为 相应 于 xx 的 具有 直 交 增 量 的 过 程 , 它 满足 
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Е(|42,(1)|") = 4Е(2) 

F(4) 为 {x4} 的 谱 函 数 。 把 上 述 的 谱 展 式 代 人 随机 差分 方程 
А(4')х, = С(479е, 

中 ,我 们 得 


| к eiki Де“ уда (1) 


一 | : eih С(е Ра (1) 


由 于 上 式 对 一 切 《 一 0, +1, =2, ERMUA 
жеуі) = | С(е“" 5) аі 

















由 此 得 出 
ЈЕ dF(2) РА с(е тур 
Ка) dì 2; Ale?) 
反 过 来 ,如 果 零 均值 的 平稳 序列 {xx} 具有 (1.12) 式 形 式 的 谱 
密度 , 则 它 的 协 方差 函数 必 有 形式 
"0 = |5 ei) dn 
i miuj eee 
-|1 а КӘ odl (113) 
设 z(7) 是 [一 十 1] 上 的 具有 直 交 增 量 的 过 程 ， 它 满足 


E{ldz.(4)|?} = dh, H zx(2) 表 示 平 稳 序列 {x4} 的 谱 展 式 所 对 
应 的 具有 直 交 增 量 的 过 程 , 则 由 (1.13) 式 我 们 有 
Е(|42,(1)|%) = aF (4) --((2)44 
Clamp 
E 166249) 
А Абе“) 


вА 





aaaf} 
所 以 有 


н адр 





4132. 





+ 
e= ја си а; (2) 
因为 
Eļ{ eĉ} = aft с 947 = | ки 
故 {ek} 是 白 噪声 序列 。 不 难 直接 验证 , ха 满足 随机 差分 方程 
тұсы ауы ы ><: i - 
æ e; F Ciega Teee + стека = 
因为 随机 差分 方程 (1.11) 的 平稳 解 和 具有 有 理 谱 密 度 的 序列 
闻 有 一 一 对 应 的 关系 , 所 以 用 ARMA (n, т) 序列 可 以 很 好 地 拟 
合 具有 连续 谱 的 零 均 值 平 稳 序 列 。 这 说 明了 ARMAC, т) 模型 
具有 一 定 的 广泛 性 。 


815 多 维 随机 序列 和 多 维 ARMA 模型 


多 维 随机 序列 和 一 维 的 情形 一 样 ， 有 着 明显 的 实际 和 理论 意 
Хх. 

依赖 于 时 间 变 量 《 АО р 维 随机 向 量 

XCR) = (ак), ж(к), 9, ОУ 

即 称 为 一 个 ?” 维 随机 序列 ，Ae T，7 是 参数 集 ，7 = (0, 1, 2, 
*…。} 或 者 Т --10, +1, %2,...), 

维 的 随机 序列 可 以 看 成 是 由 ?个 互相 关联 的 一 维 随机 序列 
Ки) i 一 1, 2,.… ,组 合 而 成 的 。 


L. 多 维 随机 序列 的 数量 特征 


和 一 维 的 情形 一 样 ,多 维 随 机 序列 {x(4)} 也 有 表征 它 的 统计 
特性 的 重要 数量 特征 ,它们 是 均值 函数 和 协 方差 矩阵 。 
维 随 机 序列 {x(*)} 的 均值 函数 是 一 个 向 量 值 函 数 
E{x(k)} = [Е(х(А)], Е(жк)ј, Э.Е (ОН = р) 


.14 • 


ыы сала паша е кілі 





显然 {p(《)} 是 一 个 普通 的 ТАЈ ЕУ), 
维 随 机 序列 {x(*)} 的 协 方差 矩阵 定义 如 下 : 设 它 的 每 个 
ЗЕН И, ДЕЕР 


ЕПхОУ- вО) — во)" 
为 x) 的 协 方差 矩阵 , 记 作 RCG, 1). 
协 方差 矩阵 不 仅 接 述 了 在 时 刻 1 随机 向 量 x(k) 和 xC) > 
闻 的 相关 程度 ,而 且 也 描述 了 x() 的 各 分 量 之 间 的 关联 关系 ， 特 
别 地 ,我 们 称 
КОК, k) = ELK) — УСКО — #00) 1 
ЖЕТІЛДІ А 


2. 多 维 平稳 序列 


这 里 我 们 只 考虑 广义 情形 。 设 (СК) 是 一 个 多 维 的 随机 序 
列 ， 如 果 它 的 每 个 分 量 的 二 阶 矩 皆 存 在 ,而 且 满 足 条 件 
1) HEX k WE 
Е{ж(к)} = р рна РТА 
2) 对 于 任意 的 《和 1, WA 


E{(x(k) — уски) — иу) = КО — 1. 0) 

则 说 (x) 是 一 个 pz 维 平稳 序列 。 此 时 把 它 的 协 方差 函数 
ЕК = 1, 0) 简 记 为 R(k— 1). 

我 们 说 两 个 随机 序列 (x(k) } 和 (жа(к)) 是 平稳 相关 的 ， 如 
果 对 任何 整数 , 1, A EA 

cov{xı(k + В), жі + ћ)) == cov{xi(k), х.(1)) 

显然 ,p 维 平稳 序列 的 每 个 分 量 皆 为 一 维 平稳 序列 ,而 且 任何 
两 个 分 量 序列 之 问 是 平稳 相关 的 。 

设 {e(《)} 是 一 个 维 的 零 均值 的 平稳 序列 ,如 果 其 协 方差 函 
ЖЕ) 具有 形式 

R(k) = ра(ћ) 

其 中 了 为 正定 阵 , 则 说 te(4)} 是 一 个 零 均 值 的 白 噪声 。 
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3. 多 维 的 ARMA 模型 


设 {x(《)} 是 一 个 ? 维 的 随机 序列 , {e(*)} ЈЕ Р 9 Ж 3518 
HRE, WR {x(《)} 满足 
x(k) + Ax(k— 1) +- + Alk — n) 
= e(k) + Celk — 1) + --- + Сље(к — ту (1.14) 
其 中 41, А, с, А, Cis Са, +, С, EX P X PRUDE, 
4,350, Сат 0. 而 和 矩阵 多 项 式 
alZ)=1 + AZ +- + AZ” 1 是 p Xz 单位 阵 
和 
7(Z) 一 1 十 CiZ 十 … 十 CaoZm 
满足 ls(Z)| 与 |7(2)] 的 零点 皆 在 单位 加 外 ， 此 处 lc(Z)| 一 
det а(2), |(2)| = дет(2). 则 说 {x(4)} 是 一 个 p 维 的 
АКМА(я, т) 序列 。 模型 (1.14) 9 РЖ АКМА(п, т) 模 
A, n 是 自 回 归 阶 数 ,m 是 滑动 平均 阶 数 。 
ИЯТ ВЕ al) r), 可 以 把 (1.14) 
改写 成 形式 
о(4"')х(К) = ?(479е(5) (1.15) 
特别 地 ,我 们 称 
x(k) 十 Ax(k— 1) +--+ + A,x(k — n) = е(5) 
为 АК(п) 模型 。 
x(k) = е(к) + Celk — 1) +-+- + Сље(к — т) 
Ж МА(т) 模型 。 
其 实 , p 维 的 AR, МА 和 АКМА 模型 是 如 下 的 一 般 的 p 维 
单 边 无 限 滑动 平均 模型 
x(k) = У) Еје(к— 1) (1.16) 


1=0 
的 特殊 情形 ， 此 处 E,, En -，…, Е, > ВР X 了 的 矩阵 ， 如 
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Е(а“') = >) Еј + 


4-6 
则 (1.16) 式 可 以 写成 
x(k) = Е(4"'је(к) 
而 对 于 AR(n) 模型 有 : Е(47) = lal) ;对 于 MA(m) Ж 
型 有 : E) = 7(47); 对 于 АКМА(п, т) 模型 有 :; Е(4')= 
[а(47*)17*%(47°). 


516 АКМА 模型 的 推广 


在 预报 和 控制 问题 中 ， 常 常 要 涉及 一 个 动态 系统 。 被 预报 或 
被 控制 的 随机 序列 往往 作为 动态 系统 的 输出 ， 这 种 输出 序列 有 时 
表示 成 {yx}。 例 如 对 于 ARMAC, т) 模型 的 情形 ， 我 们 可 以 把 
它 写成 














А(4 "ју, = С(97%) е 

其 中 {cx} 是 零 均值 的 白 噪声 。 上 述 这 个 模型 描写 了 所 涉 及 的 动 
态 系统 的 变化 规律 ， 和 办 就 是 这 个 系统 的 输出 ,ex 是 这 个 系统 的 随 
机 干扰 式 的 输入 ,通常 e 是 不 可 测量 的 ，C(4-)ex 是 这 个 系统 的 
随机 干扰 .在 考虑 预报 与 控制 问题 时 ， 除 涉及 到 动态 系统 的 输出 
和 随机 干扰 外 ， 还 要 涉及 到 可 调节 的 输入 和 不 可 调节 但 可 观测 的 
输入 ， 我 们 把 这 种 输入 序列 记 成 为 {x4}, 通常 u 是 向 量 。 总 之 ， 
为 了 较 好 地 解决 预报 和 控制 问题 ,一 般 应 该 考虑 具有 输出 、 输 入 和 
随机 干扰 的 动态 系统 的 模型 。 而 把 无 输入 仅 有 输出 和 随机 干扰 的 
动态 系统 模型 作为 特殊 情形 。 为 此 , 我 们 把 АК(п), МА(т) 和 
АКМА(п, т) 模型 加 以 推广 。 不 妨 假 定 m EHR. 

САК(п) 模型 

А(4 ју; = В(4""ји, + eh (1.17) 

其 中 (у) 是 输出 序列 ，{wk} 是 输入 序列 ，{ ex} 是 零 均 值 的 

BRAFA. ш 


E roe .17. 





ACT) == 1 21473 + ++ + 2,47 
B(T) = b, + 54 + ++ + bng” 
假定 多 项 式 A(Z) 和 В(2) 没有 公 因 子 ，4(Z) 的 零点 在 单位 
网 外 。 我 们 称 模型 (1.17) 式 为 带 有 输入 变量 的 ARC) 模型 ， 简 
称 为 CAR(n) 模型 ， 
CMA(m) 模型 
У, = В(4"'ји, + С(479е, (118) 
其 中 
С(97) = 1+8 +. + с, 
多 项 式 C(Z) НТС ИК. 模型 (1.18) 式 称 为 具有 输 
人 变量 的 МА(т) 模型 ,简称 为 CMA(m) 模型 。 
САКМА(п, т) 模型 
А ју = В(4 "ји, + С(47је, (1.19) 
假定 多 项 式 402), В(2), С(2) 之 间 没有 公 因 子 ，A(Z) 和 
CCZ) 的 零点 皆 在 单位 贺 外 。 我 们 称 模型 (1.19) 式 为 具有 输入 变 
ЕЈ АКМА(п, т) 模型 ,简称 为 CARMA(n, m) 模 型 或 АКМАХ 
(в, т) 模型 , 
较 一 般 地 ， 我 们 可 以 考虑 如 下 的 具有 АКМА 噪声 的 动态 调 
节 模 型 : ~ 
Жау == ВУ + 290 РА (120) 
其 中 AZ), В(2) 称 为 系统 多 项 式 , 它 们 是 
AT) =l Hag Ha 
В(4) = b, + Ба + oee + Б," 
而 С(2) 和 р(2) ЖА #0, CIE 
C= kag e? 
р(47) = 1+ 447 + -e + 4,47 
假定 多 项 式 4(Z), В(2), С(2), D(Z) 之 间 没 有 公 因 子 ,4(Z)， 
C(Z) 和 D(Z) 的 零点 缘 在 单位 圆 外 ， 我 们 称 模 型 (1.20) 式 为 
具有 ARMA 噪声 的 动态 调节 模型 。 事 实 上 ,如 果 置 
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7 5047) 





ek 
则 有 
D(g Er = C(e 

这 是 一 个 ARMAC, р) 模型 ,从 而 {54} 是 一 个 ARMAC, р) 平 
稳 序 列 。 

模型 (1.19) 式 可 以 看 成 为 模型 (1.20) 式 在 D(Z) 一 1 时 的 
特殊 情形 ,所 以 它 可 以 称 为 具有 滑动 平均 (MA) 噪声 的 动态 调节 
模型 。 与 此 对 应 ， 也 可 以 考虑 特殊 情形 ; С(47%) 一 1， 此 时 模型 
(1.20) 式 变 为 
А AT ya = В(4 "ји, + = 505 5^ (1.21) 
我 们 把 这 个 模型 称 为 具有 自 回 归 (AR) 噪声 的 动态 调节 模型 。 

更 一 般 地 ,可 以 引入 如 下 的 转移 函数 模型 : 
в(479) с(47) 
447) “+ У Баг) 
其 中 多 项 式 A, В(47), С(47), 0(47) 满足 前 面 所 给 出 
WRH. 

上 述 这 些 模型 ， 都 可 以 被 推广 到 多 维 的 情形 。 以 转移 函数 模 
型 为 例 ,我 们 有 

у, = 6(4")и(к) + Н(479е(4) (1.23) 

其 中 yAn 维 的 输出 ，u(《) 是 m 维 的 输入 ，e(《) 是 7 维 的 零 均 
值 的 白 噪声 。G(2) 和 Н(2) Е2МЕБ ЕНЕ, НО2) W 
Æ H(0) 一 1(1 是 单位 阵 )， 并 且 det H(2Z) 的 零点 皆 在 单位 加 
外 。 

最 后 ,我 们 来 介绍 较 一 般 的 预报 误差 模型 , 先 引 和 人 新 息 序列 的 
概念 . 

ЖУ (7, ВЖ (0, F, Р) 中 的 o- 代 数 的 不 
减 序列 。{s(《)} 是 一 个 随机 序列 ，s(*) 关于 多 4- 可 测 。 如 果 
有 








у er (1.22) 





一 < 4 


Қо” )-0 Hk 
则 说 (е) 是 一 个 关于 { 多 Та. 
例如 : 零 均值 的 白 噪声 序列 (e) 关于 o- 代数 列 多 一 
Bless co， eA DZ 4 是 由 fe, е5", РЕНЕ) o- 代 数 ) 
构成 一 个 新 已 序列 。 . 
ЖУАН. и, ША. (200) 是 新 息 序列 . 置 
Yi 一 {yr yt 
| О, = {ugs иу ее) 
АҮ Urs k1 Æ Yri U4 的 一 个 函数 ,如 果 有 
ук = IY ris Ugs k] + elk) (1.24) 
E{e(k)|Y r19 U} =0 4 
则 说 模型 (1.24) 式 是 一 个 向 前 一 步 的 预报 误差 模型 , 
显然 ,模型 (1.17) 式 是 一 种 特殊 的 预报 误差 模型 。 


并 且 


517 状态 空间 模型 


离散 时 间 的 随机 动态 系统 的 状态 方程 往往 可 以 写成 下 述 随 机 
“差分 方程 形式 

хан = Кж, Uks Ман» Å] (1.25) 

其 中 xx 是 ” 维 的 状态 向 量 , ak је mea, wk ЈЕ Р 维 的 

随机 噪声 , JL] 是 = 维 的 向 量 值 函数 ， 一 般 假定 了 关于 它 的 自 变 
量 是 连续 可 微 的 。 

如 果 wk EARE, 并 且 与 初始 条 件 独立 , 则 当 x 已 给 定 

时 , 由 方程 (1.25) ЖШ, жын 仅仅 依赖 于 W 而 Wen 5 Xr- 

…， x 是 独立 的 ,所 以 ха 在 x4 给 定时 的 条 件 分 布 与 zt-b …， 

х 无 关 。 这 就 是 说 方程 (1.25) 的 解 {x4} 具有 马尔 可 夫 (Markov) 

性 。 





如 果 不 存在 随机 干扰 , 则 方程 (1. ebp 
程 (1. а о а а 
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ха = 4()хь + В(Оа, + ГСК) даа (1.26) 
其 中 400. 8(4) 和 ГОК) 分 别 是 ” X n,n X та ХР , 
Wx 是 了? 维 的 高 白白 噪声 ,并 且 满 足 
E{wi} = 0 E{wrw!} = О(0бы 
其 中 ОСК) 是 非 负 定 的 矩阵 ,而 
іс р kil 
Мо 4-і 
如 果 x。 是 高 斯 的 ,而 {ux} RAIEN, RA E, ПИ 
方程 (1.26) 的 解 {x4} 形成 一 个 高 斯 马尔 可 夫 序列 。 
进一步 ,如 果 u) 是 非 随机 的 ,不 难看 出 ха 的 均值 和 协 方差 


阵 
i X, = Е(ха) 
! РСК) = E{ (x; — Ж) (ж, R) ” 
满足 下 述 的 关系 式 
Ка = А(50%, 十 B (k); (1.27) 


РОК +1) = ACK)PCR)ACK) + ТОООСК + 17) (1.28) 
с 事实 上 〈1.26) 式 两 端 取 均 值 ,注意 到 
E{win}=0 
而 ax 不 是 随机 变量 ， 所 以 有 
ка (К) 十 В(5уа, 
进一步 由 (1.26) 式 减 去 (1.27) 式 得 
17 ха 一 Жан 一 А(к) (жа — Ж) + Г(К)ман 
从 而 有 
а-а 一 а)" 
= Ak) (Er 一 ва) (Er — ж) АИ)" 
+ ТОМУ ГА) + 
注意 到 w 5x 之 间 的 独立 性 , 上 式 两 端 取 均 值 即 得 (1.28) 式 , 
用 状态 空间 模型 描述 一 个 动态 系统 峙 , 除 状态 方程 外 ,一 般 地 
说 ,还 要 有 一 个 观测 方程 (输出 方程 ): 其 一 般 形式 是 
уд = Вж, Uks Vis KI (1.29) 
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其 中 yi 是 ! 维 的 输出 , ve 是 4 维 的 随机 噪声 。 
线性 的 情形 是 
у = С(А)х, + БА ји, + Е(К)у, (1.30) 
Rh C(k), DO) 和 Е(К) 分 别 是 1 X n, l хт ха ER, 
无 噪声 情形 的 线性 状态 空间 模型 是 
жа = Ах, + В(К)ц 
у, = С(Ох, + О(к)чь 
此 时 ， 我 们 说 该 系统 是 确定 性 的 ( 非 随机 的 )。 如 果 和 矩阵 AA), 
BCK), ССК). DO 均 不 依赖 于 《, 则 说 系统 是 非 时 变 的 。 此 时 有 
Xin = Ах, + Ва, 
у, = Сх, + Юи, · 
对 于 这 个 系统 ,如 果 状 态 初 值 x。 是 已 知 的 。 则 我 们 有 
х, = 4х, + Ви, 
х, = Ах, + Bu, = Ах + 4Ва, + Ва 
x = Фк, + АВц, + ABu + Ва, А 
一 般 地 有 М 


k 
Xn Ах + У) ABU; (1.31) 


и 
Plk) = А“ Ф(0) = 1 
ШІ (1.31) 式 可 以 写成 
k 
Xin Ф + 1)x + D OC — Ова, 01.32) 


.=0 
于 是 
k-i 
у; = COk)x + С >, Ф(+ — 1 — ОВ + ра, (1.33) 
iso 


由 (1.32) 和 (1.33) 两 式 可 见 , 对 于 确定 性 非 时 变 线性 系统 布 言 ， 在 
太 时 刻 的 状态 和 输出 ;完全 被 初始 状态 х 和 一 系列 的 输入 шш, 
Шаға ғап 所 确定 ， 
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第 二 章 ” 非 时 变 参数 系统 的 辨识 


本 章 主要 介绍 基本 数学 模型 中 所 含 的 非 时 变 未 知 参数 的 估计 
方法 和 ARMA 模型 阶 数 的 确定 方法 。 


оп 最 小 二 乘法 


1. 最 小 二 乘 格式 
(1) 回归 系数 的 估计 问题 
考虑 如 下 的 某 种 预报 问题 所 涉及 的 线性 回归 模型 
y = бди + Өлу +: 十 bx 十 e 
Hoh y 是 被 预报 量 ， ха, ха, сс, ха 是 = 个 预报 因子 , 。 是 随机 误 
差 , 9 9,，'…，9, 是 未 知 非 时 变 参数 ， 设 及 组 观测 资料 
(УС), x2), хип), ж«(і)) 11,2, 7, N 
则 每 组 观测 资料 应 该 满足 
y(i) = 6.01) + дат) +: ха) + 80) (24) 
其 中 eli) 表示 残 差 。 只 要 置 


1 ж(1) 
ө, xli) \ 
0=|. Фе)=| . | 
6, xn(i) 
(2.1) 式 就 可 以 写成 形式 


yli) = (19 + (1) і-1,2,.-,М 
АО АРА ЮЕ, 
(2) 随机 差分 方程 参数 的 估计 问题 
考虑 某 动态 系统 的 随机 差分 方程 模型 
+ ауа Во E ауа == ба + bitgi 十 
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Брит F er (2.2, 

其 中 u 是 输入 , yi 是 输出 , er 是 随机 干扰 , 且 满 足 E{e4} 一 0. 只 
EE 

Ө = (a, а, >*t, Ans bos bis >>>, bm)" 

$k) = (—Yr-i9 -У-аэ *** o Ув Hes kis °° * o т) 
W (2.2) 式 就 可 以 写成 

Ya = ФОО + er 

这 又 是 前 面 所 指出 的 最 小 二 乘 格式 。 

当然 ,还 可 以 举 出 许多 例子 ,来 说 明 它们 的 数学 模型 可 以 写成 
上 述 的 最 小 二 乘 格式 。 我 们 将 会 发 现 这 种 格式 具有 一 定 的 普遍 意 
义 。 


2. 最 小 二 乘 格式 的 参数 估计 
假设 有 

У ФУд Ви (2.3) 
其 中 y ERBER, 9 是 未 知 参数 向 量 , ФО) 是 可 由 观测 所 确定 
的 向 量 , г, 是 零 均 值 的 白 噪 声 。 我 们 的 目的 是 要 寻求 估计 Ө 值 的 
一 种 方法 。 设 已 有 了 六 组 观测 数据 : Ou $0); Os 90209; 
е (yw;$(N)') 这 些 数据 中 当然 包括 了 未 知 参数 6 的 某 些 信息 ， 
我 们 将 依据 这 些 信息 来 估计 Ө 的 值 。 对 于 这 些 数据 可 有 

у; = ф(1)0 + в; ї= 1,2, 7, № 
其 中 в, 表示 相应 于 估 值 6 的 残 差 , 即 
в; —=(0) = у; - Фф(і)0 

自然 希望 选取 6 的 估 值 6， 使 所 有 的 残 差 si(6)( = 1,2, >>, 
м) 尽 可 能 地 小 ， 这 就 引出 了 关于 参量 6 的 如 下 的 估计 准则 


N 


мө)- 2) в,(0)' (2.4) 


кеі 


因为 在 00) 中 包含 有 sk(8) 的 平方 项 ， 而 所 求 的 估 值 6 使 得 
А(6) 为 最 小 。 所 以 准则 (2.4) 式 称 为 最 小 平方 准则 或 最 小 二 乘 
准则 ， 也 可 以 用 矩阵 和 浆 量 的 记号 来 表示 准则 (2.4) 式 , 为 此 置 
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у, а) в,(0) 


РД ФО» (0) 
z(N) 一 | . нм) = |. E(N) = А 
Уу ФМ) En(0) 
则 有 
z(N) = H(N)0 + E(N) 
并 且 
100) = ЕСМ)" ЕСМ) 
= [z(N) — Н(№)0]"[2(%) — Н(М)01 
为 寻求 和 6 使 
208) = min Jn(0) 
只 需求 解 下 述 的 方程 组 
У Ји) = 0 
此 处 veyw(9) 表示 Jw(6) 的 梯度 。 
具体 地 有 
—2H(N)‘z(N) + 2Н(МУН(М)0--0 
即 


ô = ІН(МУН(МУТТН(МУ (М) (2.5) 
由 于 人 依赖 于 观测 数据 的 组 数 N, трава: Ө, RÊN). 
如 果 考 虑 估计 准则 
Jx(0)  [z(N) — ноу)д и (А) (20%) — H(N)O] 
其 中 (м) 是 某 个 正定 的 加 权 和 矩阵 Ө 的 估 值 公式 则 是 
Ө, = 1ном) (N)HCN)I“H(N)W(N)z(N) (2.6) 





3. 最 小 二 乘 估 值 的 无 偏 性 
我 们 称 (2.6) 式 为 参量 9 的 加 权 最 小 二 乘 估 值 ,不 难 证 明 , 它 
具有 下 述 的 无 偏 性 : 


定理 2.1 WR (о) 是 零 均值 的 白 噪 声 并 且 E(N) 与 H(N) 
独立 , 则 有 





Ебу = ө 
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即 最 小 二 乘 估 值 是 无 偏 的 。 
证 明 只 需 注意 到 
ду = НСМ) (NIH(N)I'H(N)'W(N)z(N) 
= [H(N)'W(N)H(N)I "но ) и (У )НСМ)д 
+ [H(N)'W(N)H(N)]'H(N)W(N)E(N) 
-Ө--ІН(МУИУ(М)Н(МУІН(МУИУ(МҘЕ(М) 
MEHN) 与 E(N) 独立 ,所 以 有 
El6,} = у и 


522 ”最 小 二 乘 估计 的 递 推算 法 


递 推算 法 对 动态 系统 参数 的 在 线 闪 识 和 算法 的 简化 具有 重要 
的 意义 。 


1. 简单 的 递 推 算法 
考虑 系统 
»ж-ФОУӨ-е, 
其 中 是 输出 ,eh 是 零 均 值 的 白 噪声 ，(*) 是 可 由 观测 确定 的 
向 量 , 6 是 未 知 参数 向 量 ， 前 面 已 指出 , 6 依据 六 组 观测 数据 的 最 
小 二 乘 估计 值 是 
8, = [H(N)"HC(N) Нам) 


其 中 
ay у 
$2) у, 
H(N) 一 | . z(N) 一 
ФМ)" ум 


如 果 又 增加 了 一 组 狐 的 观测 数据 Ora ФОМ + 1)") ,通过 公式 
бум = [H(N + 1)'H(N 二 IN+1)rz(N 二 1) 
当然 可 以 得 出 估 值 @,,,。 然 而 这 种 对 过 去 的 数据 完全 重复 一 遍 的 

算法 ,是 繁琐 的 不 经 济 的 ,应 该 寻求 较 简 便 的 途径 .为 此 置 
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P(N) = (НИ) НИ 


PUN + 1) = [HCN 1 УНС + 117 
| H(N) JES | 
СМ 1)/ МО, + 177 
一 ІН(МУ)"Н(М) + Ф(У + DEN + 191 
一 [P(N)-: + ФМ + ОФУ + 11 
利用 熟知 的 矩阵 求 逆 引 理 , 我 们 有 


PIN + 1)=P(N) PNPN + 1) ____ 
1 + Ф(М + 1УРСОФ(У + 1) 





.由 (IN + 1)P(N) 
= {1 — M(N + (М + 1)"}P(N) 
其 中 了 是 单位 矩阵 ,而 


Р(М)ф(М +1) 
1 + ФО, + 1УРСУ ФС + 1) 





МУ + 1) = 


此 时 
Orr = РОМ 1)H(N+ 0 +1) 


=en Dh HCN) EN 
(N+ бај Pa 


= р M(N + ОФА + 1)"IP(N)IH(N)'z(N) 
十 由 (CN + 1)yna] 
= Ô, — M(N + DEIN + 1 уд 
+ [РСМОФО +1) — M(N + 1)Ф(М +1) 
• РОУЈФОМ + 1019 
但 
M(N + 1) МИ + (М 1)РИЈФСУ + 1) 
| = РОМ + 1) 
所 以 有 
ё. = Ôn + MON + ка — ФМ + 18 
у = .2 





总 之 我 们 证 明了 如 下 定 建 : 
定理 2.2 系统 
Ук ФУ + er 
中 的 未 知 参 数 向 量 6 的 最 小 二 乘 估 值 可 由 下 述 的 递 推 公式 得 出 
Bn = Ô, + М(К+ Оља ФО 1 уда (2.7) 
бе РОЮФСК + 1) 
ав) 
РК 1) = [1— МОА 1)Ф(К + 1)" РОК) (2.9) 
Итог, 004) 的 初 值 (0) 可 任意 (但 要 适当 地 ) 选 
取 , РСК) 的 初 值 P(0) 3] 1Н00)'Н(0)1", 或 
P(0) 一 1 1 





е ИДЕМ, 


2. 遗忘 因子 法 

前 面 得 出 的 递 推算 法 (2.7) ~ (2.9) 式 与 最 小 二 乘 的 非 递 推算 
法 是 等 价 的 ,所 以 6 的 每 一 个 估 值 都 与 过 去 的 所 有 观测 资料 有 关 . 
由 于 过 多 地 依赖 以 往 数据 ,在 实践 中 可 能 会 发 生 数据 饱和 现象 ,从 
而 导致 新 的 观测 数据 所 提供 的 信息 ,被 大 量 的 老 数据 所 淹没 ,造成 
估 值 的 准确 性 下 降 。 为 克服 这 种 现象 ， 并 使 所 得 的 算法 对 于 参数 
的 某 些 时 变 特 性 具有 一 定 的 适应 能 力 ,可 采用 遗忘 因子 法 ,限定 记 
忆 法 等 等 ,这 里 我 们 介绍 具有 普遍 意义 的 遗忘 因子 法 。 

仍 考 虑 系统 





Ya = Ф(АУӨ + er 
遗忘 因子 法 对 Ө 进行 估计 所 应 用 的 估计 准则 是 使 
N 
Јуду = У) а“-Чу, — Ф()'01" (2.10) 


k=1 
为 最 小 , 其 中 a = 所 是 遗忘 因子 , 它 满足 0 са < 1,0 的 值 愈 小 、 
对 于 老 数据 遗忘 得 愈 快 。 
只 要 置 


. 28. 





pH(N — 1) 


«(М)- CC i BN) 7 


HIN) -( 
Кр 00) 写成 
Л(0) = [z(N) — H(N)O1'[z( N) -Н(МҘІ 
从 而 有 А 
6, -ІН(МУНК(МИЛН(МУт(М) (2.11) 
> 
P(N) = [4( МУ Н(М)] 7 
НОВИ EE, AREH 
P(N + 1) = (НОУ 1 УНС, + 1)]7 
= [BHN] HN) + ФМ + E(N + 17] 
= a™P(N) — а 'РОУ)ФСУ + 1)[1 +N 
+ 1)атРСМ)Ф(М + 1)]7 
ФМ + L)'a™P(N) 
=1(1-— PMN +) >> 
a а + ФС, + 1)"Р(М)фФ(М + 1) 





“Жы іу) PCN) 
- 1 [LI — M(N + 1340 + 1) РАМ) 


其 中 





z Р(МУФ(М + 1) 
MNT = ДЫ Ау УЫТ) 


由 此 得 出 
aM(N + 1) = РОУЈФСМ + 1) 
= M(N + 1)E(N + 1)РОМУФОМ + 1) 


利用 上 述 等 式 ,由 
дуда = P(N + 1)H(N + 1)'z(N + 1) 
即 可 得 出 
Gr mB + МОм + Dy — ECN + 16] 
也 就 是 说 ,我 们 证 明了 下 述 的 定理 。 


:2 





定理 2.3 具有 遗忘 因子 的 最 小 二 乘 估 值 满足 下 述 的 递 推 公 


Ж 
ôs = Ô, MTD -ФАСІУд) (212) 


РСОФ(СК + 1) 
МЕ ЕФ ПРО 2” 


РК + 1) = 1 LI — МЕ + ФИН УРА) (214) 








其 中 。 为 遗忘 因子 , 它 满足 0<a< 1. 


З. 关于 最 小 二 乘 估 值 一 致 性 的 讨论 

对 于 系统 

` Ya = EKVO + er 

而 言 , 如 果 噪 声 cx 不 是 白 噪 声 ， 则 未 知 参数 的 最 小 二 乘 估 值 可 能 
不 具有 一 致 性 ,并 且 是 有 偏 的 , 

例 : 考虑 如 下 的 模型 

Yk = ауа + uk + ek (2.15) 

ЮЖЯ Ө = (а, Б)" 的 最 小 二 乘 估 值 ,其 中 {e} 和 (а) 0 
零 均 值 的 广义 平稳 序列 ， 并 且 它 们 之 间 是 相互 独立 的 。 对 于 系统 
(2.15), 我 们 有 


. | 
< У] ума 


Мала 


进一步 假定 序列 {yx} 和 {x4} 满足 遍历 性 质 , 于 是 当 N 一 oo 时 ， 
我 们 有 
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(0) (60 1 із (2.16) 


ва) в./0) (8,00) 
其 中 вук, 8.00, Божи) D RRES (у), {a4} 的 自 协 方 
жя, што 
A = Е,,(0)Е,,(0) — Ка у 

则 (2.16) 式 可 以 写成 

аму 1 вас ва) — Ка ва (0) 
ы) ТА ако) — кува) 
进一步 我 们 假设 (е) 的 协 方差 函数 满足 

Rec(r) 一 0 Ir >2 


) (2.17) 


于 是 由 
Ук = аук + bur + èr 


得 出 
К,,(1) = aRyy(0) + БК И ) + Ка) 


Ко(д) 一 Roy(1) 528,40) 
把 它们 代入 (2.17) 式 , 即 得 

an ya ЭКО 

(2) (2) a / 
这 说 明 26, би, 并 不 按 概 率 或 以 概率 1(a. 5) 收敛 到 a, b, 而且 也 
不 具有 无 偏 性 。 
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这 里 ,我 们 仍 考虑 系统 
= (k) 十 vr (2.18) 
的 未 知 参量 6 的 估 值 问题 ,但 不 假定 (о) 为 白 噪声 , 噪声 vi 的 绕 
计 特 性 具有 某 种 任意 性 ， 为 使 所 得 到 的 估 值 д, 具有 一 致 性 , 即 
lim б, = Ө а.5 


Мог 


我 们 来 介绍 下 述 的 辅助 变量 法 。 
依据 观测 数据 ， 我 们 把 (2.12) 式 变 成 下 述 的 矩阵 、 向 量 的 表 


.3 。 





2(М) = Н(М)0 + (М) 


са У, ГА Фа) 
у т 中 (2 站 

z(N) 一 : У(М) 一 . H(N)=| . 
ум vy! Ny 





于 是 由 最 小 二 乘法 得 到 的 关于 参量 Ө 的 估 值 是 
Ôn = (номунсм) оном) У) 
= 0 + [H(N)'H(N)]-'H(N)'v(N) 


=0+ 5 номуна Г Е нега) | 


N 
1 О 二 下 , 
~ Нара) = ~ > ФОУФО 


N 
1 Б ak 
у EMN) = 1. 5» 
所 以 只 要 相应 的 遍历 性 质 满足 ; 当 М- со 时 就 有 
1 : REE = r 
НОНО ат ReO) = ELNAN) 
按 概率 


1 9 
~ НО) (№) пша: 


К,,(0) = Е(Ф(М)ғн) 


从 而 
Bn BE 0 + [Ros(0)] Ro,(0) 
这 说 明 ,只 要 Rs(0) зе 0, 我 们 的 算法 就 不 具有 一 臻 性 ， 
为 克服 可 能 发 生 的 非 一 致 性 ， 我 们 必须 对 原 有 的 算法 进行 改 
和 ,其 方法 之 一 是 引信 所谓 轴 助 变量 。 具 体 地 说 ,是 把 原来 的 估 值 
公式 改 为 下 述 的 形式 
ди = LHCN)HON)I HCN) N) 





其 中 和 矩阵 нем) 必须 满足 : 当 N -> co 时 ， 
1) 
HCN)HON) НО 


而 Rs*s(0) 是 一 个 非 奇 异 和 矩阵 ; 
2) 
1 按 概率 
гт H*(N)v(N) RS 0 
我 们 把 具有 上 述 性 质 的 矩阵 H*(N) 称 为 辅助 变量 矩阵 ,而 估 
值 
б, = [BE*(N)rHE(N)]-IE*CN)rz(N) 
称 为 辅助 变量 估 值 。 由 于 H*(N) 具有 性 质 1) 和 2)， 所 以 我 们 有 
Ôn = 0 + [H*(N)rH(N)]-E*(N)rvCN) 
按 概率 
以 概率 1 
即 这 种 估 值 恒 具 有 一 致 性 。 
以 下 我 们 导出 递 推 的 辅助 变量 算法 ， 同 时 介绍 一 种 选取 辅助 
变量 的 方法 。 
考虑 系统 


Ө (N>) 


A(g ју, = В(97)и + vr (2.19) 
其 中 
4047) = 1 + agt +: + а," 
В(47) = bo + bg + 十 bng ™ 
Коју 是 有 色 ( 相 关 ) 噪 声 ,但 Eln} = 0, 置 
Ө = (а, а, sans bos bis ---, Ва) 
ФК) = (一 yi 7, Уа-а» Uks 0-49 79 шут) 
则 可 将 模型 (2.19) 写 为 
Ya = EKVO + v 
ње 
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у Фа, 


у, фоу 
z(N) 一 | . H(N) =| . 
Yy $N) 
设 已 取 定 了 辅助 变量 矩阵 
中 (1 
%'2) 
H*(N) = ， 

ФМ) 


置 
РСК) = (НК НС) 
МЕРЕЖ 538 2] (6 


РАТ) (ада D) Wied J у” 


= [H*CK) HCR) + фк + 126 +1) 


ЕНЕ РФ ХА + 1) 
Р қ ТУРООФУА + D) 


“Ф-КІУР(О 
-1-М(541)%(5--1)1Р(4) 
其 中 


= POPRI) _ 
а 1+ ФК + 1Р0ОФА + 1) 


由 此 得 出 
M(K 十 1) 一 P(A)%*(K 十 1) 
- МА + 1)ф(К + 1УР ОФУ + 1) 
所 以 有 
би = РА + 1)H*(k + 1) 4 +1) 
= P(A + ILHA Zk) + ФК Yin] 
РОН) 0) — M (k + 1)$(k + 1) 


+ 34 + 





< P(A)E*(A)z(A) ІР ФА + 17 
—M(k + ОФА + IVPP Ck + Па 
= 6, МЕ + у — k + 178) 
这 就 是 说 ,我 们 证 明了 下 述 的 定理 : 
定理 2.4 递 推 的 辅助 变量 算法 由 下 述 各 式 给 出 
б... = б + M(k + ба ФО) (220) 
z РСОФУЋ + 1) 
м(ізкі) ла о (2.21) 
P(k+1)=[I—M(k+ 1)$(k+1)]P(k) (2.22) 
余下 的 问题 是 怎样 选取 辅助 变量 向 量 风 (A)。 一 个 自然 的 想 
法 是 取 
Ф'А) = [уаз — Уве 779» Уз Uko 0-1) 777) ukom] 
Жу 
4047) = В(479а, 
即 m4 是 原 有 的 输入 ,而 发 是 上 述 无 噪声 系统 的 输出 。 这 样 得 出 的 
H*(N) 既 可 能 与 v(N) 独立 ,又 可 能 使 H*(N)'H(N) 非 奇异 ， 但 
遗憾 的 是 A) 和 B) 尚未 知 ， 所 以 我 们 不 得 不 寻求 男 外 的 
途径 。 一 个 有 效 的 途径 是 在 递 推 算法 中 取 
Ф ХІ = (ха ns Uks Шау 777) tm] 
其 中 
z= 95479, 
或 者 
z Ф000, 
! 是 一 个 小 的 正 整数 。 
不 难看 出 , 这 样 选取 的 办 *(《) 既 可 有 所 要 求 的 特性 ， 又 可 与 
Ô, 相互 交替 地 被 确定 . 


524 广义 最 小 二 乘法 和 推广 的 最 小 二 乘法 


1. 广义 最 小 二 乘法 
广义 最 小 二 乘法 通常 是 用 来 求解 具有 AR 噪声 的 系统 参数 
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估计 问题 

A(g ју; = В(4 "ји, + ——- TF = (2.23) 
其 中 u 是 输入 , yi 是 输出 , er 是 零 均值 的 白 噪声 ,而 

А4047) 一 1 十 aq 十 … + 4,4 " 

В(4%) = ba + bg ™ + +e H bng™ 

р(а ) = 1 + 447 + + 4,4" 
也 可 以 把 (2.23) 式 写成 

А(47)р(47' ју, = ВАСУГ(4( Уа + er 





如 果 令 
УК) = р(4 ју, и.к) = р(а ји 
则 有 
АО» = В(а ак) + er (2.24) 
系统 (2.24) 的 噪声 с 已 经 是 零 均 值 的 白 噪 声 了 。 如 果 (УС) 
和 (а, СА) 的 值 是 可 以 事先 确定 的 ， 则 A) 和 B) 的 系数 
可 以 应 用 普通 最 小 二 乘法 确定 。 遗 憾 地 是 当 Г(47) 未 知 时 ,直接 
确定 IAk) 和 и,(к) 几乎 是 不 可 能 的 。 然而 我 们 却 可 以 采取 对 
4(47°), B(T) 和 0(47) 逐步 的 依次 交互 确定 的 途径 。 具 体 地 
说 ,我 们 有 
1) 令 0047) 一 1. 
2) H D) 经 数据 ya 和 wi 算出 
УК) = Ра "ју, ulk) = D ји 
3) RE (у) ) 11 (СОН А(47) R В(471) 的 未 
知 参 量 Өй а, AÂ 和 8(47) 表示 А(47) 和 
В(47') 的 相应 的 估计 式 。 
4) 计算 残 差 


- 


о OCK) = ÂT) Yr — Ва “ји 
5) 增加 Оба) 的 阶 数 ,考虑 模型 
р(4799(5) = ex 
由 于 с 是 零 均 值 的 白 噪 声 , 所 以 上 式 是 一 个 AR 模型 。 不 难 依据 
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数据 OAE DU 中 未 知 系数 的 估 值 ， 从 而 得 出 了 一 个 新 
# 2(4“), 

反复 地 进行 2)~5) 各 步 ， 直 到 估 值 满足 一 定 的 终止 条 件 为 
止 。 在 实际 应 用 中 DU) 的 阶 数 取 得 不 太 高 就 能 得 到 较 好 的 结 
ж. 

我 们 称 上 述 的 方法 为 张弛 算法 或 广义 最 小 二 乘法 。 由 于 这 种 
算法 是 由 两 个 最 小 二 乘 估 值 算法 交互 组 合 而 成 ， 记 以 不 难 写 出 它 


们 的 递 推 形式 ,为 此 引入 记号 
0, = (4,,4,, dp Ё, ++, Ё)" 
ô, = (4,4, ---„ фу 
Volk) = Yr H ду H А Дукс 
uy( k) = ug + digi teet да 
Ф) = [-у 1), 565, —у (6 — n), 
и) +++, ulk — ту] 
PK) = 1006 — 1), 555, 006 = р)" 
于 是 两 组 交互 使 用 的 递 推算 法 可 以 写成 下 述 形式 
бк 1) = (О МЕ + УК + 1) 
— lk + 160) (2.25) 
Е РСФ + 1) 
ее DOB C O 
РК +1) = [I Ма + Dolk ТУЛА) (2.27) 
бк +1) = Ôk) + MET 19 + 1) 
= $lk + 1780) (2.28) 








РАОФИК +1) 
M:(k + 1) = 29 
Милета C7 
РКК +1) = [I — МА + 1)ġ(k + 1)'ЈРА) (2.30) 
此 外 还 有 
YAR) у HAIr Во фу (231) 
Uo(R) = ug Наша сы дась (2.32) 
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Dk) = A(q ју, — Blq и (2.33) 


2. 推 广 的 最 小 二 乘法 ( 增 广 矩阵 法 ) 
推广 的 最 小 二 乘法 将 用 来 求解 如 下 具有 МА 噪声 的 系统 参 
数 估计 问题 : 
А(4 “ју, = В(4 "ји; + С(479е, (2.34) 
其 中 {ex} 是 零 均 值 的 白 噪声 ,而 
Al) = 1 + 4,87 + o + а," 
В(4'') = + 64+. + 5,4 " 
С(4 =i + с + +: + с, 
如 果 置 
ФА) = [— уда» 799» — Ура» Му HRs 777» 
пе тарар |! 
O= [a*s ány boy Dis ses yp] 
则 模型 (2.34) 可 以 写成 如 下 形式 
ук = ФОО + er 
如 果 е, өссе» Croo 是 可 以 确定 的 ， 则 对 于 Ө 的 递 推 估 值 算法 可 
以 写成 





Ô, = Ô, + MC + ла — ФК + 180 
= Р(А)Ф(К +1) 
ок" +Ф4 + ка +1) 
P(k+1)= 11 —M(k + 1)ф(К + 1)"ЈРСК) 
然而 在 实际 中 , { ex} 是 不 能 经 测量 而 确定 的 ， 所 以 上 述 算法 是 不 
能 直接 应 用 的 ,从 而 应 该 寻求 关于 ex 的 一 种 估 值 方法 。 当 Ө. 已 
接近 于 9 的 真 值 时 ,不 难看 出 
Elk) = ук = Ak) P-n 
可 以 作为 er 的 一 种 估 值 ,其 中 
Ф.К) = [ука 777, —Yr-ns Ukstk-is Ms 
Elk 1), ++, ВС = ИН 
于 是 所 求 的 递 推算 法 是 
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Ö = Ör + Mlk + 1) + 1) (235) 


Pk) + 1) _ . 
МОН 1 + elk + 1)РСК) Фф. + 1) (98 


P(k +1) = [I — М (6 + 1)ф(4 + 1)" IP(R) (2.37) 








Elk + 1) н = (6+ 100, (2.38) 
上 述 算法 称 为 增 广 矩 阵 法 或 推广 的 递 推 最 小 二 乘法 ， 这 种 算 
法 在 实际 中 已 得 到 了 广泛 的 应 用 . 


525 预报 误差 估 值 与 极 大 似 然 法 


1 预报 误差 估 值 


这 里 ,我们 来 考虑 用 预报 误差 方程 所 描述 系统 的 参数 估计 问 
题 
у = НҮ,_., Uk, 0, А] + в, (2.39) 
其 中 y 是 维 输出 , uh БРЕНА, таи, є, 是 新 
息 序列 ,特别 情形 可 以 是 零 均值 的 白 噪声 。 
Yi = {Vs у, +5 Si Yri} 
U, = (и, ц, +, u} 
对 于 已 确定 的 9 值 (9 = 6), 相 应 的 预报 误差 为 
м.) = у, — НҮ, О, ô, k] 
{wt( 人 )} 的 样本 协 方差 为 


ро) = 1 У) wa(6)wt(6)， 
мат 


显然 一 个 模型 的 好 的 参数 估 值 应 该 具有 较 小 的 预报 误差 ， 这 相当 
于 要 求 D(6) 的 某 种 正 标量 函数 的 值 比较 小 。 通常 可 采用 的 正 标 
量 函数 有 
106) = tr{wD(6)} 
ЖИ ЕЛАН, tr 表示 逢 阵 的 迹 数 。 以 及 
МӨ) = юға) 
对 或 有 这 样 的 标量 函数 的 极 小 化 所 得 出 的 关于 参量 9 的 
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估 值 ， 称 为 预报 误差 估 值 . 


2. 极 大 似 然 法 


如 果 我 们 假定 模型 (2.39 ) 中 的 噪声 序列 {sx} 是 独立 的 随机 
变量 序列 ， 并 且 输 入 (u) 与 {st} 是 相互 独立 的 。 则 应 用 贝 叶 斯 
(Bayes) 公式 可 以 得 出 似 然 函数 的 表达 式 如 下 : 


КҮЛ, 0) = П Бу! Үн» Џо 0) 


此 处 .1.…} 表 示 条 件 分 布 密度 。 由 模型 (2.39) 不 难看 出 ,在 
Y4-:，Ux 已 知 的 条 件 下 ，yx 的 条 件 分 布 被 st 的 分 布 所 决定 ， 并 


не 
PLIA Yai Uis O} = pual wa(O) ON ве (33) 








其 中 


wk(9) = у, — Ио Ui, 0, 4] 
Pex(*19) 表示 sx 的 条 件 密度 函数 ,于 是 我 们 得 到 了 似 然 函数 的 表 
达 式 如 下 


МУ О 0} = П PA{ wa(0)10} 
R= 


如 果 参 量 9 的 估 值 满足 
РУТ Ји, Ô} = max P{Yx|Uy, 0) 
就 说 6 是 6 的 极 大 似 然 估计 。 
进一步 ， 如 果 (в) 是 独立 正 态 序列 , 并且 Е {s4} =0, 
varfer} 一 2。 则 前 述 的 似 然 函数 可 具体 的 写 为 


Р(Ү,10,, 0) 
м 
= П ((2и)где  ] Зехр Еее) 


kal 





= («учас -|- 15 мати, } (2.40) 
k=1 
其 中 是 sk 的 维 数 。 
以 下 分 两 种 情形 进行 分 析 : 
1) EEA 


A ERMIR it EUR 1.46). 取 Ww = 537! 有 
Л) = =. > ми(дух wO) = tr{2-:D(0)} 
其 中 
р(0) = х > м.00)«(0)' 


ВАА ЕН КЫ ВАЎК (2.40), EATR 
小 化 准则 函数 ЛӨ). х УЕА ЕТ, Ө 的 极 大 似 然 
估计 就 是 在 加 权 和 矩阵 W 一 27 的 条 件 下 以 AO) 为 估计 准则 的 
预报 误差 估计 . 

2) SRAI 

由 (2.40) 式 可 得 


1(0,5)= nN log 2r + z овде 2 


N 
+21 > wig w 


k=1 
此 处 J(0, х) = —logP(Yx|Ux, Ө). 由 此 可 见 。 极 大 化 似 然 函 
РОУ Uv, Ө) 等 价 于 极 小 化 函数 /(6, х). 
对 (0,2) 求 关于 立 的 导数 ,注意 到 


2. log де = Z~ 

















即 得 
OPEN 
227 22 (2: )> 
令 其 为 0 , 即 可 得 出 
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N 


z= 1 У) „(б)и (ву = (0) 


把 这 样 的 2 = D(6) КА 0.5045 
150) = 1(0, D(9)) 


- 2 nNlog 25 + x log detD(0) 


N 
+ 1 > wiD(0) ма 


t= 


- том log 2 + 1) + x log detD(0) 


由 此 可 见 , 关 于 9 RAKA 70) 等 价 于 极 小 化 准则 函数 

J0) = log detD(6) 
这 说 明 在 3 未 知 时 ， 极 大 似 然 法 等 价 于 以 JAO) 为 准则 的 预报 误 
差 估计 方法 ， 


3. 递 推 极 大 似 然 估计 
我 们 考虑 关于 模型 
А04 "ју, = В(а ји, + С(479е, (2.41) 
的 未 知 参数 的 估计 问题 :其 中 
А097) = 1 Ға + +: 十 aoqg " 
В(4) = bo + bq + +++ + Ба " 
С(47) =1+с4 + ++ + с,4 
Е 
д= (а,,55:.42,, 6, Dis “77, Dns Cis 777» e)" 
OCR) == (ува, 555» —Yk-as Иду HA 777) 6-т» 
ekis 5555 Erp)? 
则 (2.41) 式 可 以 写成 
ya = PRNO + е, 
用 IO 表示 y A kE, elk, 9) 表示 预报 误 
2,81 
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elk, 0) = ук — (410) 
并 用 (4—1, 0), elk — 2, 0), +++, в(4 —P, 0) 做 为 ermis 
eras et 的 估 值 ,于 是 有 
ЖҚӨ) 一 — ayki — дауда — 一 aayk-s 十 botir 
+ biiga 5 H 6и t celk — 1,0) 
+ + celk — Р, 0) 
= ауа +5 А суус — 6906 —– 110) 
一 … 一 co 一 站 8) — ауз 
一 …' а Уа-а tt Боша о + Бик 
当然 直接 由 (2.41) 式 出 发 , 也 可 以 把 se(k, 0) 写成 下 述 形式 
elk, 0) = C(A) yi — B(G )u] 
注意 到 yx 和 ex EERI, 技 前 面 所 指出 的 , 在 噪声 с, 正 态 的 
假设 下 , 极 大 似 然 估计 等 价 于 选取 9 的 估 值 6, 它 满足 
Jn($) = min Ju(0) 
其 中 


м. 


Jn(6) = У) elk, 0P 


А е | 
ІН elk, Ө) 一 般 的 说 ,不 是 6 的 线性 函数 ,所 以 我 们 仅 能 导出 关于 
O 的 估 值 的 近似 极 大 似 然 递 推算 法 。 为 此 考虑 s(4，6) 的 泰勒 
(Taylor) 展开 式 


elk, 0) = (4, 6) + (GO) (0—0) +a 


пева, ED 是 4,0) 关于 6 的 梯度 在 处 的 值 
WERE G 





_ —ĉelk, 0) 
plk, 0) 56 


并 置 . 
Plk, 0) = {— Iris 757» Ураз Uts 0,19 7775 ukom 


elk — 1,0), ---, 6k —Р, DYF 
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注意 到 


Es cg am) = Св 
Eh Dc Hg) = OT mi 
Blk D уноса паду, — Вади) 
——C(g')e(k—i,0) 
所 以 有 
фид) = с(47%0,0) 
即 
с(4%%0,6)- фид) 
ж 


ФС, O) кг (%-1,0)---- "свк Р, 0) = Фе, 0) 
用 ӨСУ) 表示 Ө 的 第 NN 次 估 值 ,于 是 有 


veJw(6CN)) = 2. JIKO) lomom = 0. 


我 们 可 以 对 Ја(д) 取 如 下 的 近似 
1900) ~ (0 — ÊN) РОУ) (0 一 6CN)) + pw 
其 中 


PN = 2 2409) loom MEE WO) 的 二 阶 偏 导数 矩 


миле 6(N) 处 的 值 。 令 A 一 Ө 一 6(N)， 进 一 步 我 们 有 
Nei 


Jna (0) = У) elk, 0) = ју(д) + elk + 1, 0) 


~ АРМА + ду + [е(+ + 1, ИУ) 
— ФМ + 1)Ô(N) АЈ 
一 Ar[P(N)- + A(N + 1, 6(N)) 
-PIN + 1,6) ТА 
-2е(М--1,6(МУФ(М + 1, 6) А + 8; 
(242) 
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At Bh = Bn + E(N + 1, ÓN) 
在 (2.42) 式 中 配 完全 平方 得 
200) ~ (А — ти)" РОМ + 1) (А — туы) + Виа (2.43) 
其 中 
P(N + 1) = (РОМ) + ФОУ + 1, ÔN) ACN + 1,067) у1“ 
(2.44) 
пума = РОМ + GN+ 1, ON))e(N + 1, 6(N)) (2.45) 
Вил = Ву — ТРИО + 1) та 
对 等 式 (2.44) 应 用 和 矩阵 求 逆 引 理 得 
P(N +1) = [I МОУ + 1)ф( + 1), ВОМ)" РОМ) 


中 
M(N + 1) 
РСМУФОМ + 1, 6CV)) 


1 + ФУ + 1, 607) ) РОУУФСУ + 1,607)) 
从 而 有 


Тән = СРОМ)ФОМ + 1, ÔCN)) — M(N +1) 
ФМ + 1, ӨСМУУР(М)Ф(М 
+ 1,6(N))]e(N + 1, 06(N)) 
= [P(N)G(N +1,6(N))— M(N+1) 
(1+ ON+1, 6) (ММ + 1, O(N))) 
+ M(N + 1)le(N +1,0(N)) 
= M(N + 1)e(N + 1,00%) 
由 (2.43) 式 看 出 ， 当 取 А = унь, EE Јун (6) 达到 极 小 。 于 
ЖЖ 6(N) 已 使 jw(6) 达到 极 小 , 则 
O(N + 1) = (№) + re, 
= (№) + M(N +1)e(N + 1, 6(М)) 
可 使 /ы4(6) 达到 极 小 ， 对 于 e(N + 1, 6(N) 可 取 如 下 的 近似 
ECN + 1) = yur — ФОМ + 1)'O(N) 





其 中 
ФОМ) = [— yni 257» улса, Ин» xn- 777 
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путу ECN — 1), +++, 8(N Р)? 
总 之 ,我 们 得 出 了 如 下 的 一 组 递 推算 法 
ва) = ÔC) МА + 1 у — Ф + 1000) 
(2.46) 
- PODEC + 1) 
MUTDT ук, CP 
РД +1) = П — МА + ОФА + 1)7РС) (248) 
Фо = [一 和 -9 tta T Yk-ns “ks keis °°° 
urm ECR—1), 525, ERPI (249) 
sO = n = Â= 1) _ Q50) 
ФО + ёф 1) + t dk р) = ФО) (251) 
其 中 СРИ ê, 表示 619777» с, 的 第 Кк—1 次 估 值 。 


526 随机 逼近 算法 


考虑 一 个 简单 的 例子 , 设 观测 模型 是 
y=0+v (2.52) 
其 中 6 是 待 估 参 数 , vi 是 随机 噪声 , 它 满足 
Elv} = 0, Е(о,, vi} = ады 
0 kxl 
т f k=l 
如 果 已 有 了 ”个 观测 数据 
Уз Уз ***s Ya 
于 是 依据 文 些 数据 对 0 的 估 值 6. 可 以 写成 





bl En (2.53) 
п kai 
假定 又 有 了 一 个 新 的 观测 数据 ys+:， 则 КЕ 6... 又 可 写成 
bm = Ti 之 у (254) 


不 难看 出 , бол, 6, 和 yan 之 间 具 有 如 下 的 关系 
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"іс n+l Fer +1 
– 6, + ЗІ Yarı 
=ĝ, — ә ры 
~ Оља — бо) 


其 实 我 们 得 到 了 由 Ôr 和 yi 计算 б, 的 递 推 公式 
` бре бо + + Or 一 8-2 


如 果 令 ”-4 显然 7 满足 | 
limy, = 0 Зло 574 < +o 
gae ал ізі 
并 且 А 4 
бб ыт — Ôr) (2.55) 


由 大 数 定 律 可 知 ,在 适当 的 条 件 下 估 值 序列 {64} Ет ЖЕДІК 
率 1 ЕА 

罗 宾 斯 (Robbins) MIF (Monro) 把 上 述 形式 的 递 推 算法 
应 用 于 求解 下 述 类 型 的 问题 : 设 函 数 g(x) 在 区 间 [2, bl ЕМА, 
并 且 有 唯一 的 零点 9, 66 [a,5] ,如何 确 定 9 的 估 值 ? 

设 g(x) 是 可 以 量 测 的 ,其 观测 方程 为 

у = g(x) + оь 
其 中 ww 是 第 & 次 的 观测 噪声 ,假定 它 满足 
Еп) = 0 Efvr vi} = обы 
罗 宾 斯 和 门 罗 引出 了 关于 9 的 估 值 的 递 推算 法 如 下 
Bir = б, Њу, (2.56) 

并 且 证 明了 ,如 果 数 列 {Yi} 满足 


1) lim 7, = 0; 
4-9 





2) Dn = +оо; 


t= 


3) > < +o, 


.=1 
则 必 有 | 
Em Е{ (0, —буј = 0 
以 及 | 
lim бр = 0 аз 
我 们 把 上 述 的 递 推算 法 称 为 随机 逼近 算法 加 ， 基 弗 (Kiefer) 
MARRAK (Wolfowitz) 在 他 们 的 工作 所 中 提出 了 另 一 类 随机 
逼近 算法 ,他 们 考虑 了 la, b) 上 的 函数 У (к), БИ (ӘУ 
极 值 点 6， W) 之 值 是 可 以 最 测 的 ,其 观测 方程 是 
2(х) = W(x)+v 
其 中 噪声 o 满足 
Eļv}=0 Бо)-с<--о 
他 们 证 明了 ,如 果 数 列 {74} 和 {cs} 满足 


1) lim 7, = 0, dm c = 0; 


2) Уу +оо; 


Жі 


3) > (а *) < +о, 


t=1 


则 由 递 推算 法 


benm h tn 2060 — 2 =a) (257) 


所 得 出 的 序列 {Â} 必 以 概率 1 收敛 到 ө, 
ве {9.5 TOL o} 





同时 还 有 
іт Е(6,-6))-0 


—— 
一 


2 — 


4х.. 





RERE (Dvoretzky) 提出 ,任何 一 种 随机 逼近 方法 部 可 
以 看 成 是 一 种 通常 的 无 误差 逐次 逼近 法 并 选 加 一 个 随机 噪声 分 量 
布 构成 的 。 这 种 观点 的 好 处 是 分 离 出 随机 分 量 ， 使 得 它 能 够 与 确 
定型 部 分 隔离 开 来 处 理 。 以 递 推 算法 2.57 为 例 ; 2 


ба, уу 


由 于 
љ = 6000) + а 
所 以 5 
ди ду + табу) + таи | (2.58) 
只 要 置 
Т(д) = 6, + тле(ву) уь = т 
则 (2.58) 式 可 以 写成 


дил = Тр) + у (2.59) 
Жан, TÔ) 表示 算法 的 确定 性 部 分 , 一 般 的 它 是 关于 自 变量 的 
一 个 可 测 变换 。)x 表示 随机 部 分 。 
如 果 用 6 表示 参量 的 真 值 , 自然 希望 我 们 的 算法 (2.59) 中 的 
确定 性 部 分 Т(б) 具有 性 质 
17(6 一 6| < о 
(Шипа, 一 0， 以 及 
|т(б) — 8| < 16, — 0| — 7, 
这 个 不 等 式 意味 着 递 推算 法 每 前 进一步 ， 6 一 9 都 能 有 所 减 小 ， 
虽然 当 б, 趋 近 于 9 时 , та 应 该 是 很 小 的 , 但 是 并 不 希望 xy 太 快 
地 趋 近 于 零 ， 这 是 因为 要 避免 在 达到 目标 最 优点 之 前 递 推 过 程 过 
早 停止 。 所 以 我 们 要 求 


En- 
t=1 
实际 上 在 开始 阶段 ， 不 一 定 总 要 使 步 长 缩减 。 德 沃 雷 获 基 给 
出 了 下 面 的 较 弱 条 件 
17(6 — 61 < (1 + 8016, —0l—7 (2.60) 
其 中 





L 
Dez<+% 


WAE RHENT TEATR- MANDA AE ЗЕ 
a. 
定理 25 (КИЧЕН) or M N= 1,2, 
TEZES AE 


li 0 
kre “t 


> 
А 


Z pk < 十 oo 


ж-а 


>] = +o 


k=l 


设 6 ERM, TÂ, б, 2,60 是 一 个 可 测 的 变换 ， 并 且 对 一 
切 ô., 6,, --.6 满足 
17.(6,6,--.60-6і 
< тахј æ, (1 + Pe)IB — 01 -- тұ) 
又 设 4 是 一 个 随机 变量 , 它 满足 
D EN}<+% (у) = 0 


Rl 
以 及 227% 
А E18} < +оо 
则 由 递 推算 法 
б,ы-Т.(6,6,.-,6)-5» (261) 
所 确定 的 序列 {64} їл 
Р lim ô, =0}=1 
以 及 
2. Аш Е{(0, — 0) = 0 
зална а), 我 们 可 以 把 上 述 定理 推广 到 
一 般 情形 ,于 是 有 如 下 定理 : 
定理 2.6 50, 是 赋 范 线性 空间 @ 中 的 向 量 , Т,(0,,0,,---, 
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буде -өохөх... X98 到 @ 的 可 测 变换 , 它 满足 
1706,, 6, --.,0) – ө|< (1 — 7)10, -– Ө] 
此 处 беө, 并 且 
1-тұ>0 Па-то-» F< + 


ізі ӛзі 

又 设 

бы. жез, т.(6., ô., тела ё.) Жу, 
у 是 在 8 中 取 值 的 随机 元 。 如 果 对 于 @ 上 的 任何 可 测 变换 (0, 
6,, ...,0,), 此 有 

ЕН есб, ,+ би) + уи ELOD 25, 6012 
+ Еу) 

以 及 

(Өр > Еу < +00 


则 有 
Ра 10, — 0l = оу 1 
lim 248, — 9) = 0 
我 们 可 以 把 上 述 关 于 随机 逼近 的 思想 ,应 用 于 求解 系统 
ук = ф(0)'0 + е 
的 参数 估计 问题 。 这 里 ,我 们 所 寻求 的 是 估计 准则 
ЛӨ] = Е{(у. — Фау) 
的 最 小 值 点 。 即 函数 ғІФООО-ФАУӨ) 的 零点 ， 由 于 
DO Or — ARIVO) 一 ELS Or — AFO) + о 
此 处 vr = Ak) Or — AIO) — ELAK) Or — Фа) 0), @ 
RA Efn} = 0, 
应 用 随机 逼近 算法 的 效 知 形式 ， 我 们 可 以 得 出 如 下 的 随机 副 
жанны 
б, = 0, ува + Па — Фен + 1004 (262) 
可 以 证 明 ,这 种 算法 在 适当 的 条 件 下 具有 较 好 的 收敛 性 。 
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827 常见 的 递 推 算法 所 对 应 的 微分 方程 


在 下 面 的 两 节 中 ， и вала лаје 
分 方程 方法 做 一 个 简单 的 介绍 。 

所 亩 常见 的 递 推算 法 是 指 : 递 推 最 小 二 乘法 (RLS) НЕН 
助 变量 法 (RIV)、 弟 推广 义 最 小 二 乘法 《RGL5)、 递 推 推 广 的 最 
小 二 乘法 (RELS) 和 递 推 极 大 似 然 法 (RML)。 本 节 的 目的 是 要 
导出 它们 所 对 应 的 常 微分 方程 。 为 此 ,考虑 如 下 的 一 般 模 型 

ACT) yk = B(q "ји, + На је, (2.63) 
其 中 {a} 是 零 均值 的 白 噪声 ,而 
AG = 1 над + + а," 
в(47) = b, + 5,47 + +: + bng " 
对 于 不 同 的 算法 ,滤波 性 Н(47) 有 不 同 的 取 法 ,例如 : 
对 于 普通 的 最 小 二 乘法 的 情形 
На“) 一 1 
对 于 广义 递 推 最 小 二 乘法 的 情形 
на“) = 1/С(47) 
其 中 
C) 一 1 十 cq 十 … + с, 
对 于 推广 的 递 准 最 小 二 乘法 和 递 推 极 大 似 然 法 的 情形 
н(9%) = с(479 
在 极 大 似 然 法 的 情形 还 需 假定 e 服从 正 态 分 布 。 在 递 推 辅助 变 
量 法 的 情形 ， 刀 (9 ) 的 形式 可 以 不 必 有 明确 指出 。 
让 我 们 来 详细 考虑 
Н(479 = C°) 1+4 H + ecg? 
的 情形 。 置 
6: = (а, <et, any 6, bist ts Вуса с,) 
ФА са (一 -ty 1 
Uk-ms Ekeris 777» 64-6) 
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则 (2.63) 式 可 以 写成 
--<Ф(4)0--е, (2.64) 
因为 eri eras -…s et 是 不 能 直接 观测 的 ,所 以 考虑 用 残 差 
врту — Фа ВОД i) 11,2, 3, Р 
来 代替 它们 ,其 中 60) 表示 Ө ERA А КОН, Іп 
$0 = (— Yrs 175» —Ук-п % Ші» 
i 555 Ukoma Eras 77 Sk-p)" 
显然 ,这 里 的 84 和 ФСК) 之 间 可 以 交互 的 被 确定 ， 详 细 地 说 ,有 了 
sk быз 7-55 е4,» 就 可 以 确定 ФОО; 而 有 了 Ф00) 以 后 ， 通 
过 (4 一 1), 又 可 确定 ex, 进 而 又 可 确定 ФСК 十 1)， 如 此 等 等 
于 是 可 以 得 出 关于 60) 的 推广 的 最 小 二 乘 递 推算 法 
өс) = 6 — 1) + Ме) 
(0) = уь — Ф006 — 1) 
РО DÈK 
14 ФОРС — 1)Ф00 
РО) = LI — МСФИ РА — 1) 
这 组 递 推算 法 的 一 组 等 价 的 形式 是 


ба) = 0 — 1) + Е к) Фф) эь 








— фљубк— 01 (2.65) 
RK) = КА — 1) + у CÊP — КЕ — 1)] 
(2.66) 


其 中 


k 
ка) = A У Dor 
事实 上 ,我 们 有 


.53 9 





%-1 


%-і 


k ғаз 
Й 
РА 


++ ogu Se 











- 
E +14040 


一 R(K 一 1) + 180%) — RAK— 1)] 


这 就 是 公式 (2.66), 
注意 到 模型 (2.64) 中 的 参量 Ө 使 准则 


100) = 1 У) [у, — OF 
Ма 
最 小 化 的 估 值 是 
ô= [5 3 Фоофа | 
y [0224040 


N 


FÈ ФФ0» 0.67) 
于 是 
ви) = кт. x Zê CO 
由 此 可 见 ,为 证 明 (2.65) 式 , 只 需 证 
12 Zê ÊY = RÊ — 1) 


+ i ФОо-ЖФОЯОа- 1) 


事实 上 
RDQ — 1) + н Ф009. 一 z ФООФО 一 D 
-HÈ sigay – 1 0040 | 8-1) 
d Фо» 
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nt Фояода- + 40» 
іші 


=- 
= 








– ружом 


%-1 Ж 
ЕРУ же», | 


=I рор 1 
Ка га 
+ Жож 





А ~ 
== + > ФСІ)у; 
这 就 证 明了 (2.65) Ж. 
公式 (2.65) 和 (2.66) 对 于 算法 的 收敛 性 分 析 是 非常 方便 的 . 
TA ФС) T E(k) = ya — ФОО ' ФА — 1) 都 与 估 值 600)， 
Вос 2), 66 — 1) 有 关 , 即 应 该 有 
Фа) = Фі; OR— 2), 66 — 3), -:-, 6(0)1 
s( 人 一 se[t 66 — 1), 66 — 2), +.., ÔCO)] 
如 果 把 上 述 表 达 式 中 的 000), --- 6( 一 2), 64-1) 都 换 成 
ө, W ФК) жесі 的 值 都 将 要 发 生 改 变 。 所 以 把 它们 改 记 为 
Фе, 0) 和 5(k, 0), 即 有 
Фа, 0) = [уа +" у-н tks 
асв 
(4—1, 0), ---, E(k — р, 0)1' 
Elk, 0) = у, — (к, 0)'9 
BE {以} 是 平稳 序列 , (ек) ЕА ОЕА ау, 于 是 (ЕСК, 
6)} 11406,0) 都 是 平稳 序列 H 
10) 一 E{$(k, 0)s(, 0)} 
G(6) = ЕФ, 6%0, 0) 
于 是 可 以 把 (2.65) 式 写成 


ви) = 6 — 1) + 870040090 
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= ĝ(k— 1) + A кчонба-іл 
+ L REWE) — Ф600 — 1)) 
< Elks 666 — 1))} + A Е) 


"фи, Ôk — DElk, 6 — 1) 
= ИӨК – 17) 
% А 
виа = КОС ÊE — Фа, Ôk — 18, да — D} 
Er- = RCH Èk, ÔCk—1))E Ck, 604—1))—10004—1)1). 
则 有 | 
ди) = 666 — 1) + A КОН — 11 
+ + а + % а 
ВЕРИ 4-- со 时 ， 在 适当 的 条 件 下 由 (2.65) 式 可 见 ВСЮ) ~ 
6(4 一 1), 故 可 以 得 出 
(O 以 概率 1 有 界 ,并 且 
іш br =0 a.s 
此 外 ,由 于 
Ка, | 600), +…, Êk — 1) = о 
并 且 可 能 有 
ЕЕ |до, Eis 555 Ва} E{El ÂO), >, 666 —1)) 
所 以 可 以 说 明 
ішің 一 0 а. 
总 之 ,我 们 能 够 得 出 算法 (2.65) 所 对 应 的 微分 方程 是 
452 = к-0010(01 


类 似 地 可 以 说 明 , 算 法 (2.66) 所 对 应 的 微分 方程 是 
56: 





ARU) _ CIO] — RG) 
dt 


其 实 ,我 们 可 以 把 递 推 最 小 二 乘法 、 递 推 极 大 似 然 法 、 递 推广 
义 最 小 二 乘法 . 递 推 推广 最 小 二 乘法 . 递 推 辅助 变量 法 等 五 种 递 推 
算法 ,写成 下 述 的 统一 形式 
ба + 1) = Ôk) + мок + 1)elk + 1) 


Ти Р(к)2( + 1) 
"Ио Е I) F olk + РОД 1) 





Pikit) 44-50 П-М(5-1)(5--1)1Р(5) 


alk + 1) = АМО + (1 А) 
ъ 是 适当 的 常数 。 STRAE, 206), ФСК) Melk) 有 不 同 
的 取 法 ,详细 叙述 可 从 文献 [10] 中 找到 。 
类 似 于 前 面 的 讨论 ， 可 以 说 明 上 述 形式 的 递 推算 法 所 对 应 的 
微分 方程 是 





450. = 8000110001 (2.68) 


го = сг66)] — ко) (2.69) 


其 中 、 
100) 一 Е{2(5, 0)E(k, 0)} 
с(д) = E{z(k, 0)ф(4,0)"1 
Ti (204, 0)), 1964, 0)} M {2C 0) 都 是 平稳 序列 。 它们 是 
由 相应 的 递 推算 法 中 的 

E(k) = e(k; 000), -++ „664 — 1)) 

ФСК) = lk; 600), --- „666 — 2)) 

z(k) = Z(k; 600), +, ÊC — 2)) 
ви 600), s Ôk — 2), 666 — 1) 用 6 代替 后 所 得 到 的 . 


528 常见 的 递 推 算法 的 收敛 性 


本 节 介 绍 萨 德 斯 特 隆 姆 《T. Söderström) ЖЕ (L. Ljung) 
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SARMAD E НЕ LRE НУДЕ НП НЕ D ТОА 
ж. 
定理 27 设 
о = 8001009] (2.70) 


ROD ~ GI — RO ст) 
кон ратни њи 
100) 一 E{z(k, 0)a(k, 0)} 
G(0) = Е{2(5, 0)%Ф (х, өу9 
(06, 0уђ (а, ду, (266, 9)} ВЕЗА РЕЈ, CREN 
如 前 节 所 述 。 于 是 我 们 有 : 
1) 如 果 (0% 6(69) 是 上 述 微分 方程 组 的 大 范围 疡 近 稳定 
平稳 点 , 则 
lim 6(6) = 0" аз 
D 递 推算 法 所 有 收敛 点 的 集合 是 集合 D, 的 一 个 子 集 ， 此 处 
D, = {0:1(0) = 0} 
з) бик) 收敛 到 9* 的 必要 条 件 是 上 述 的 微分 方程 在 9* 的 一 
个 邻 域内 局 部 稳定 。 即 
16(6%-2 100) | 


ОВРАГ ПЕ НЗНЕЙОЭН. 
对 这 一 定理 ,我 们 仅 作 如 下 的 简要 说 明 . 
关于 结论 1), 由 于 递 推算 法 


би) = 6 — 1) + x RCPl elk) 


可 以 看 成 是 微分 方程 


29 = RALO] 


的 欧 拉 《Euler) 解 。 所 以 上 述 微 分 方程 的 轨 线 可 以 解释 为 递 推算 
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法 的 渐 近 路 线 。 而 0* 是 它 的 大 范围 的 渐 近 稳定 平稳 点 ,于 是 对 于 
上 述 方程 的 有 界 渐 近 稳 定 解 ,由 渐 近 稳定 性 有 
Ба өз) ~ Ө* 
所 以 有 
im 00) = 0* а.з 
关于 结论 2)。 由 于 А 
REDARE Ck) = 400) — Ok — D} 
如 果 算 法 是 收敛 的 ， 则 只 要 不 充分 大 就 可 能 有 400) 一 0(* 一 
1)} 5 0， 所 以 在 递 推算 法 的 收敛 点 9 处 ,应 该 有 1(0) 一 0. 
关于 结论 3)， 先 把 微分 方程 (2.70) 和 (2.71) ÆA (0*, R*) 
处 线性 化 ,此 处 R* 一 G(6*)。 由 泰勒 公式 我 们 有 
ga РА с(е“)“- 0“) + с(0“)“ ga АӨ 


o* 
5- Уа (2.72) 


00 600") — ке + -Z G(0)]o A9 — I - AR 


(2.73) 
其 中 A0 = 0 — 0“, AR = R — R* = R — G(0*), HF К0")= 
0, 所 以 方程 (2.72) 变 成 了 


4560) _ ~ df(0) 
т 6 529 |, 2000 (2.74) 


如 果 有 im 004) 一 9*， 则 由 于 原 方程 必须 在 9* 处 是 局 部 渐 近 
稳定 的 ,于 是 方程 (2.74) EAO 一 0 处 稳定 。 由 微分 方程 稳定 
性 理论 知 , 若 上 述 的 线性 微分 方程 (2.74) A0 - 0 处 是 稳定 的 ， 
必须 有 

с(ө%- 40) 


46 |" 


КВТ REREAPEURR. = 
这 个 定理 完全 清楚 地 描述 了 常见 递 推算 法 的 收敛 性 和 相应 的 
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油分 方程 的 稳定 性 之 间 的 关系 。 以 下 我 们 应 用 上 述 定理 来 分 析 五 
种 常见 的 递 推算 法 的 收敛 性 . 

对 于 递 推 最 小 二 乘法 需要 指出 的 是 ， 参 量 6 的 真 值 9* 必 为 
КӨ) 的 零点 , 即 f(0*) 一 0. 并 且 递 推算 法 所 对 应 的 微分 方程 


#40. – 50100) (275) 
= = с160)] — ко) (276) 
在 0* ТРЕЕ а РЕ 


КӨ) = Е(%(%, Ө)ғ(к, 0)} 
с(д) 一 Е(%(4, ФК, 609) 
事实 上 ,我 们 有 
1(0*) 一 E!p(k, 0*)a(k, 0*)} 
= Е{ф(к, Ө*)[у, — Plk, 0*)'0*]} 
一 Е(%(5,0%е,) + E{g(k, 0*) 
< Фа, 0*)"[0* — 061) 
HF e 5 plk, 0*) 独立 ,并 且 Eler} = 0, 所 以 
КӨ") = о 
为 说 明 方程 (2.75 ) 在 Ө" 处 的 渐 近 稳定 性 ， 引 入 如 下 的 李 亚 
普 诺 夫 (Lyapunov) 函数 


V(O, R) = 1 E{La(k, 0) 一 өр) 
沿 着 方程 (2.75) 和 (2.76) 的 解 轨 线 ,我 们 有 
2 V(0, К) ~ Е (ға, 0) – ей t Elk ЈЕ 
-Е (ы 6) A Elks D} коже) 
而 在 最 小 二 乘法 的 情形 , ФА) 不 依赖 于 参量 6。 故 有 
1600) -0 





所 以 
4 三 
26 (5.0) Plk, 6) 


从 而 有 
= V(O, R) = 一 K6)"R-If(6) < 0 


即 方程 (2.75) 在 0* 处 是 大 范围 渐 近 稳定 的 所 以 
lim Ө(д) = 0* a.s 
对 于 递 推 辅助 变量 法 ， 由 于 辅助 变量 的 选取 必须 满足 辅助 变 
量 法 所 提出 的 条 件 , 这 就 保证 了 离线 的 辅助 变量 法 具有 一 致 性 .而 
递 推 的 辅助 变量 法 与 它 的 离线 算法 是 等 价 的 ， 所 以 它 必 然 收敛 。 
对 于 其 余 的 三 种 算法 ,由 于 有 
Elk, 0*) = ck 
所 以 只 要 с, 5 26, 0") 独立 ,就 有 
100") 一 E{Z(k, 0*)a(k, 0*)} 
= Е{2(6,0*%))Е{ е} = 0 
关于 相应 的 微分 方程 的 稳定 性 ， 以 极 大 似 然 法 为 例 . 由 于 在 
递 推算 法 的 表达 式 中 有 
Ô = (а, ---,2,, Б, Б, Ё, С, Д" 
z(k) = (k) = [— удала 7» —Yk-no Ију Идэ 


бену мо ЕСЕ 1), Р) -- 








с(479) 
而 预报 误差 ек) 由 下 式 给 出 
“Ю- EU LÂ) ya — 8(47%)иқ] 
于 是 只 要 取 李 亚 普 诺 夫 函 数 为 
V(O, R) ~ 1 ЕЦЦЕСД, 0) — «(ЮТ 
注意 到 
G(R 1), 800) Ер; 


да 4а9 000900 еу 
.61% 





elk) _ 一? ZT} 1404), — B(T ји] 


де, ғу 
ШЕР аи 
故 有 , А 
2 коду = -20,9) 
从 而 


V(O, k) = — вук“ ке) < 0 


这 就 得 出 了 递 推 极 大 似 然 法 所 对 应 的 微分 方程 在 9* 处 的 大 范围 
渐 近 稳定 性 ,从 而 有 
lim 6) = 6% а.5 
类 似 地 可 以 对 递 推广 义 最 小 二 乘法 和 递 推 推广 最 小 二 乘法 的 
收敛 性 进行 分 析 . 


829 模型 定 阶 的 АІС 准则 


模型 结构 的 确定 是 系统 辨识 的 一 个 重要 组 成 部 分 。 对 一 般 系 
统 而 言 , 尚 没有 一 个 统一 旦 有效 的 确定 结构 的 方法 .然而 对 于 线性 
非 时 变 状态 空间 模型 和 АКМА 类 型 的 模型 ， 情 况 就 不 同 了 , 关 
于 状态 空间 模型 结构 确定 的 理论 ,在 这 里 就 不 介绍 了 . 

ARMA 模型 的 结构 完全 被 它 的 阶 数 所 确定 ,确定 这 类 模型 的 
阶 已 有 一 系列 有 效 的 方法 ， 赤 池 (Akaike) 所 提出 的 AIC 准则 
(最 小 信息 准则 ) 可 以 作为 这 类 方法 的 一 个 代表 .本 节 我 们 重点 介 
绍 这 一 准则 . 

先 引入 库 尔 贝 克 - 莱 布 勤 (Kullback-Leibler) 信息 测度 的 概 
ж. 

设 Р(х) 和 (х) 是 两 个 概率 密度 函数 ,我 们 称 


I(p,9)=— ffin Тал plz)dz (2.77) 


为 关于 p(x) 和 9(x) 的 平均 信息 ,或 库 尔 贝克 - 莱 布 勤 信息 测度 。 
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Өй p DE-A BE BERE 
10,9) >0 (278) 
而 (р, 4) 一 0 的 充分 必要 条 件 是 9(z) = р(а). 

让 我 们 应 用 信息 测度 这 一 工具 导出 关于 模型 阶 的 估计 的 AIC 
准则 , 即 最 小 信息 准则 ， 设 模型 中 含有 待定 参数 6 它 的 维 数 直接 
描写 了 模型 的 阶 数 ，6 是 6 的 变化 范围 (O 的 维 数 和 值 都 可 能 变 
ж). 

“是 模型 的 输出 , 设 输出 数据 是 

Zy = {2 29 sw} 

POZNO) ERSTE. 6,1: 0 的 真 值 ( 包 括 真实 的 维 数 ), Ө 
的 维 数 反映 了 模型 的 真实 阶 数 ， 如 果 6u 已 知 ， 则 与 真实 模型 相对 
应 的 条 件 密度 是 2(Zu|6,)。 与 密度 函数 p(Zw10) 和 P(Zw|65) 相 
应 的 库 尔 贝克 - 莱 布 其 信息 测度 是 

09,0) = — [in {8240} веда, _ (279) 
就 参数 估计 的 意义 来 说 ,我 们 自然 希望 6 kik 6 满足 

In(0o, 6) = min 1,(0,, 0) 
oco 
шан 
506,9) — | Озв(2416))6 2,6042, 


则 由 (2.70) RA 
Ту, ө) а 5(6,, ө) Беда 5(6,, ө) (2.80) 
HETI, ÔE 1.00, 6) 最 小 等 价 于 使 5(0,, 6) 最 大 ， 也 就 是 
使 lap(Zw10) 最 大 .所 以 6 一 (Zn) 是 极 大 似 然 估 计 。 
可 以 看 出 6。 使 
Ту(бо Ө) = 0 

80 ,是 1,(6,, Ө) 的 最 小 值 点 ,从 而 有 

-9_ rw(6u,6)| = 

26 rw(6u9) Я 


故 有 
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06,9, + А0) = 1 2646)46-- «(аб (2.81) 


во = – (28, (5 пао, »( 246042, 


Я 


= (12. 9. Қ 
ПЕ (2,1) 0, һр(24|6) | 





ө, 
~ усуд )а2 

BE Jv(6,) ЕН. (Fisher) (АВЖ, 40 = 0 — 0. тд 
WRR k 则 当 样 本 充分 大 时 ，A6"jw(0,)A0 МЛ A >. 

注意 到 о(|А6|2)--0, 所 以 由 (2.81) 式 得 出 

2,6,0) ~ (Ê — 0.)"Jx (0) (Ê — 0») ~ 4 
如 果 用 E。 KAIERA BRA A SE, ШІН 
ЈЕ А! 6)} = k 

但 

Еде, Ô)} = E (| ПарсемјдјоС2љ 0042, } 


Е, (| Парс 1091 оси) а 2 
кн 
=2, {| Cap(zw16)120zs160a2n 
~ 2E, {1n(0,,6)} — 2E. {| пар(аије)] 
:PCZwl6o4Zw } 

= 628, || пар(тијвуји 21004] 282) 

现在 对 函数 102.00) = Inp(Zw19) 在 9 处 进行 泰勒 展开 ,有 
сув кта 
InL(0) = InL(6) + (5 100) А }% 6) 


1 5 o 4 
1(е—бу 9 . (9 一 
十 = ( Ө)' - 26: ыы) (0 — 0) 
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+ ol AGN) 
注意 到 6 是 极 大 似 然 估计 ,所 以 有 
д 


20 inL(0) лы 0 
жж 
108) ~ 1һ1,(6) + 1 (6,- 0):0(0)00, — 6) 
其 中 
оф- 2 (5 ым) 
于 是 
MÔ = -E (2, (2, маска o) = —E10(ô)} 
从 而 


2 | Ganp(zvl6)ie(zwl6D4zw 
= 2 | Са р( 210) 1Р2, 10,)42н 


~ (6 — 0,):/06)06 — 6) ~ xå 
由 此 不 难看 出 ,选取 日 使 (2.82) 式 的 左 端 最 小 等 价 于 ,选取 9 使 
- 2, || шР(2,|0)Р(2,10,)42, ) (2.83) 
最 小 ,其 中 


ЈЕ, || Пар(2 | )]2 (2 |6)42 | 
~ Euf 2 | паж амбуу аи бај) – k 


ЖАНЫ 6% (2.83) 式 最 小 相当 于 使 
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—2E9, (|пар(аијвујр(аа 642] + 2k 
取 最 小 ， 由 此 可 见 , 只 需 使 
— ла р(2и|д) + 2k 
取 最 小 。 故 我 们 定义 АС 准则 为 。 
АТС(К) 一 一 2lInZL(Zwy 6) + 2k 
ОКІЛІ ГІСІ 


8210 ”模型 定 阶 的 ЕРЕ 准则 


我 们 引出 AR 模型 
У + дуа 7 А алув == Ck (2.84) 
定 阶 的 最 终 预 报 误差 (ЕРЕ) 准则 ， 其 中 模型 的 阶 数 "是 待 估计 
的 ,不妨 设 yi 的 维 数 是 1, 置 
Yy = {Yis У '''» Ум) 


МЕВЖКЕ ЈА о те, 的 方差 .由 于 a 是 零 均 值 的 白 噪声 ， 
所 以 有 BE{et} 一 0, 故 有 = Е(4). 
де (а, а, ауы РЖ 


N 
P(Yw|6) = [РОУ 0) 
k=1 
ше 是 高 斯 白 噪声 时 ,可 得 


ТЕГЖЕНШЕТЕНЕ 


从 而 





HYNOD = 1 op {1 У ear} 


аа)? 2% 


取 对 数 得 


N 
Iinp(Yx10) = 一 к (02 + In2x) 一 1. D ор (2.85) 


kei 
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因为 сз 也 可 能 是 未 知 的 , 所 以 把 似 然 函数 р(Уһ|0) 改写 成 L(0， 
а). 于 是 有 


N 
—lnL(0, 23) == ы (lao + 127) + 1 а У\ д (2.86) 
ӛзі 


对 于 固定 的 6, 对 上 式 两 端 求 关于 сг 的 偏 导 数 得 
= да 1(0, 2) A + У) а 








а: 


де: 2 ГЕН 
于 是 可 得 只 的 极 大 似 然 估 值 
& = коб) = 1. > а (287) 
мал 
把 它 代 人 (2.86) 式 得 
—InmaxL(0, 28) == ы. ln Rx(9) + x (1 + 12) 
за ду ја Ө 的 极 大 似 然 估 值 ,由 上 式 可 见 ,这 样 的 bw 必 满足 
R*(6,) = min К"(0) 
假定 
lim 8, = Ô = о: a.s 


其 中 9* 表示 参量 6 的 真 值 (在 $2.8 h, 我 们 已 给 出 了 递 推 极 大 似 
然 法 强 一 致 的 充分 条 件 ). 
置 
ФИА) = (ураз 一 yi "55 УА)" 
则 可 把 模型 (2.84) 写成 下 述 形式 
у = ФС + er 


令 4 
и) = Форд, 
ЖКС 为 y4 依据 数据 Yw 的 预报 值 (此 时 假定 K > М). W 
9r(A) 一 у, 
是 预报 误差 ， 置 


.ө. 





ЕК(ӨУ-ЕО,-Э(ОУ 
即 它 是 预报 误差 平方 的 期 望 值 . 
把 кб) 在 0* 处 按 索 勒 公式 展开 ,有 
кдм) = R(O*) + у кв“ у (Ôr — 0*) 
+ 3 (6, — 6%)%:8(0%(6,- 0*) 


十 oll6, — 6) (2.88) 
其 中 VR(0) 表示 К(0) 关于 0 的 梯度 ，V?R(6) 表示 RO) 关于 
8 的 二 阶 偏 导数 年 阵 。 
置 
0(6,,6%)- 1. (6, — ву у к(в“ (ду — 0") 


к (2.88) 式 中 的 高 阶 项 ,有 
(у) ~ R(O*) + о(ду, 6%) (2.89) 
进一步 的 分 析 可 以 看 出 ,随机 变量 
мо(ву, 0*) 
R(0*) 
的 分 布 , 当 N 一 со 时 ,以 自由 度 为 x ( 即 模型 中 包含 的 独立 参数 的 
数目 ) 的 Xx- 分 布 为 极限 。 于 是 对 (2.89) 式 两 端 取 数 学 期 望 得 


E{R(OW)} ~ көзі + =) (2.90) 


即 我 们 得 到 了 预报 误差 平方 平均 值 的 一 个 近似 表达 式 , 但 RO) 
的 一 个 无 偏 的 估 值 是 





N мб E 
Woa RM(Ov) У ~ ; 


用 这 个 量 代替 (2.90) 式 中 的 R(6*), 于 是 得 出 





ре > PENE 57 
Ее) ~ кб) TET = ви) (291) 


我 们 称 (2.91) 式 的 右 端的 表达 式 为 最 终 预报 误差 的 估 值 , 并 把 它 
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记 成 ЕРЕ, 
对 于 多 输入 多 输出 系统 也 可 以 导出 关于 它 的 FPE 的 与 (2.91) 
式 相同 的 表达 式 . 
利用 最 终 预报 误差 来 确定 AR 模型 (2.84) 的 阶 数 ”就 是 要 
寻求 这 样 的 #, 它 使 得 


Е 


„ 1+ 
FPE(n) = шіһРУ(0,) 





207 


М 
注意 到 
п Аы 2n 
(1+=)(1– 2) 1+2 
所 以 最 终 预报 误差 FPE(n) 还 可 以 演化 出 另 一 种 形式 
FPE") = (1 + 28) кб.) 


更 一 般 地 有 
ап â 
ЕРЕ, (а) = (1 + =) кор 


а З. 

这 里 的 ЕРЕ 准则 和 前 节 所 介绍 АІС ER а T УН 
验 中 由 于 选取 置信 度 而 产生 的 人 为 性 ， 为 时 间 序 列 模型 的 定 阶 带 
来 了 许多 方便 ， 然而， 它们 仍 存 在 某 些 不 足 ， 以 АІС 准则 为 例 ， 
有 人 已 证 明了 由 它 所 给 出 的 阶 数 的 估计 不 具有 一 致 性 . 即 当 样 本 
长 度 NN 趋 于 无 穷 时 ,用 AIC 准则 确定 的 模型 阶 数 估 值 , 不 能 按 概 
率 收 剑 到 真 值 . 为 了 对 АІС 准则 进行 改进 , 又 提出 了 BIC 准则 

BIC(K ) = N log 5 + K log N 

其 中 K 一 # 十 т + 1, п ЈЕЛИ ОН ПАИ, тој ЕИ 
数 , 入 是 样本 长 度 , 6: ЈЕ oi 的 估 值 . 

BIC 准则 已 使 其 估 值 在 一 定 条 件 下 ,上 其 有 一 致 性 了 。 
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第 三 章 解决 预报 问题 的 古典 方法 


本 章 ,我 们 介绍 从 本 世纪 40 年 代 开 始 发 展 起 来 的 一 些 预报 理 
论 和 方法 . 


831 ”时间 序列 的 预报 问题 
设 {x4} 是 一 个 时 间 序 列 , 而 资料 


Хр) Ха-12777, XR 
是 已 知 的 ,其 中 ” 可 以 是 有 限 数 ,也 可 以 是 无 限 数 ， 我 们 把 依据 资 
料 {ko аа 7779 Жа) 对 хат 的 值 进 行 估计 的 问题 称 为 预报 
问题 ,此 处 mw 是正 整数 。 所 得 到 的 值 称 为 xt+m 的 预报 估 值 , 简称 
为 预报 值 , 记 作 204 + ml%) 或 简 记 作 如 rw。 既然 frem 的 确定 
主要 是 依据 资料 集 (ха, ха tto 6-а) 所 提供 的 信息 ， 所 以 它 
应 是 变量 хх, СС Leon 的 某 个 函数 

Brim = F(xks ха асты хы.) 

于 是 ， 寻 求 预报 公式 的 问题 就 变 成 了 确定 函数 FO) 的 具体 表达 
式 的 问题 。 


1. 预报 准则 


怎样 选取 FO) 才 是 合理 的 呢 ? 为 回答 此 问题 ， 必 须 首先 确 
定 一 种 准则 。 依据 这 种 准则 所 确定 的 RF(' ), 应 该 使 预报 误差 
Kitm 一 Ekim 一 Фаза 
的 某 种 函数 尽 可 能 地 小 。 由 于 жы. 和 34+m 都 是 随机 的 量 ， 所 
以 ,我 们 自然 地 把 这 种 准则 取 为 使 预报 误差 的 平方 平均 值 为 最 小 . 
即 令 
(6, т) = Е{ |х — Êriml’} (3.1) 
并 把 它 称 之 为 均 方 误差 最 小 准则 。 用 这 种 准则 所 确定 的 预报 估 值 


。70 。 





Фиат 满足 
(6, т) = тіп (5, т) 


= шіп (|х), 一 下 (zk даа 5) 1} 
РЕФ 


其 中 多 是 某 种 函数 的 族 ,如 线性 函数 的 族 、 连 续 函 数 的 族 等 等 . 
我 们 把 用 上 述 准 则 所 确定 的 预报 估 值 和 +w 称 为 最 小 均 方 误 
差 预报 .如果 估 值 4 还 具有 无 偏 性 , 即 如 果 有 
E{ frim} = хат 
则 称 46. 为 xkt+w 的 最 小 方差 预报 . 
定理 3.1 ren 依据 资料 (ад, жа?ы) 的 最 小 均 方 
误差 预报 Фра 必 满 足 
frim 一 已 {zk+m| Eks халз Хау as 
ЕС | СИРА #6} 表示 在 条 件 1,» YXA-19 "> хар) 下 的 
条 件数 学 期 望 (均值 ). 
证 明 为 使 符号 简便 计 , 令 Xt 一 {rk teist каса). M 
条 件数 学 期 望 的 性 质 , 我 们 有 
ЕП хии 一 ВОХ) ЕЕ хил 一 РСХОЈ ХО) 
而 
Е хала 一 РОХ) |Х 
= Ef |а 一 Ех! ХЕ + Еа ХИ) 一 ЕСХА) ХЕ) 
= E{lxtrm 一 (хит ХАН ХА 
—ЗЕ (хиљ 一 E{xt+m| ХЕ) (E {tim ХА) 一 (ХӘ) 
ЖЕ Е (хала | Xi} 一 Ра | ХЫ) 
但 是 在 F(X) 是 可 测 函 数 的 假定 下 ,有 
Е (ил 一 Еа | ХОСЕ ха „ХИ 一 F(X:))|X:} 
= (Е{хьн„ | Х ) -一 НХОЈЕ (на 
ШЫҒАСЫЗ 
ə-ң(Е | ХА) 一 РСХО ЈЕ ха» |ХИ 
一 Е(хам|Х4)) 2 
一 0 
所 以 
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Еге. — РСК) |) 一 Еа 一 Еа ХАН?) 
+ Е(Е( „| ХА) — ЕСО) Р) 
由 此 可 见 , 只 有 当 
Е(ХА) = E{xiim|X*} аз 
时 才能 使 
Е{ |х» — Е(ХӘ)|?) = min а 
这 个 定理 说 明了 ,在 可 测 函数 类 中 ，xkt+w 依据 资料 ХА 的 最 
小 均 方 误 差 预报 值 是 条 件 均值 Бі, ХЫ. HERRA 
Е( виа) == Е(Е (храм ХАН) = аа» 
遗憾 的 是 ,在 一 般 情 形 ,条 件 均 值 
Еж Xi} 
的 具体 表达 式 是 很 难 找到 的 .所 以 为 寻求 预报 问题 的 有 实用 价值 
的 解法 ,在 大 多 数 情形 ,还 必须 另 寻 途 径 。 


2. 线性 预报 


如 果 时 间 序 列 {x4} 服 从 具有 和 零 均值 的 正 态 分 布 ， 则 预报 问题 
的 求解 就 变 得 简单 了 ， В (халь, Ха, Teis" хаа) 的 联 
从 分 布 为 正 态 分 布 时 ,我 们 有 


E{äkyml äks келэ" Zinn} = ал) + аха 十， 


` 


У 十 Cazk-s 
其 中 aos attt, an ЈЕ) та 有关 的 常数 ， 在 这 种 情形 ， 为 确 
定 firmo ЯЕ аа, а, 的 估 值 就 行 了 .。 

在 一 般 的 情形 ,虽然 《zk} 不 具有 正 态 分 布 ,但 我 们 仍 可 以 考 
аж 


Е храм 一 аот 一 аза — °° — aaxt-nl’} 一 min 
的 关于 trem 的 预报 估 值 
Reim = ажа 十 litki H tte F anton (3.2) 


ВИПВОХ ЕНЕ hS RA MRA. (32) 式 称 为 
线性 最 小 均 方 误差 预报 公式 ， 
定理 3.2 ”如果 {x4} 是 一 个 零 均值 的 平稳 随机 序列 。 并 且 其 


472. 





协 方差 函数 的 值 700), (1), +- r(m),r(m+1),--+,r(m +n) 
是 已 知 的 , 则 其 线性 预报 公式 中 的 未 知 参数 a as tt, а, НІНІ 
下 述 方程 组 确定 














Ta 一 b 
其 中 
r(0) r(1)…r(z) 
т(1) "»(0)---т(2—1) 
T= 2 А : 
т(п) r(a —1)---r(0) 
ау т(т) 
а "(т + 1) 
а='|. b 一 P 
an т(т + п) 
证 明 置 


我 们 的 目的 是 寻求 ao, a.,.……, a。, 使 上 式 达 到 最 小 ， 为 此 ,应 用 


初等 微分 学 的 方法 , 求 多 (a0,…， ал) 关于 а» аде an 的 偏 
导数 并 令 它们 为 0, 即 得 


OB(a0, а,, · - -га,) ЈЕ (тим Уан) са) } 


да; i=0 


(а ај. --,а,) = Ef 








Е 
хын 一 У) ак: 
іно 





= 0 ј=0, 1,::., я 
或 者 是 
г(0ја + г(П)а; +--+ + г(п)а, = "(ту 
"(120% г(0ја, + +: + к(а2 — 1ја, = "(т +1) 


"(та т(п — 1)а, 十 … + »(0)а, = г(т +n) 
写成 矩阵 向 量 形 式 , 即 有 
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Га =b я 
上 述 定理 说 明了 ,在 序列 为 平稳 的 情形 ,只 要 相应 的 协 方差 函 
数 的 值 为 已 知 ,那么 依赖 “有限” 过 去 的 资料 (ха, а-ә 777» в-а} 
(n 有 限 ) 的 预报 问题 是 容易 解决 的 ， 预 报 公式 中 未 知 参 数 的 估 值 
为 
ё = гЬ 


532 瓦尔 德 分 解 


1. 具有 二 阶 矩 的 随机 变量 所 形成 的 希 耳 伯 特 (Hilbert) 空间 
设 妃 是 所 有 具有 二 阶 矩 的 并 且 均 值 为 零 的 随机 变量 形成 的 集 
合 ， 对 于 任何 的 x, јен, + 
(х, у) = E{x-: у) (3.3) 
其 中 多 表示 y А. KERE GIAELTH + 
内 积 。 在 这 个 内 积 之 下 , 互 形成 了 一 个 希 耳 伯 特 空间 ， 其 度量 ( 距 
离 ) 是 lx 一 y|| 一 Е(|х 一 y|* 片 。 在 这 个 空间 中 ,两 个 元 素 x 和 
7 是 直 交 的 ,如 果 
(x, y) = 0 i 
下 述 的 定理 说 明了 时 间 序列 的 线性 最 小 均 方 误差 预报 的 几何 
意义 。 
定理 3.3 设 {x4} 是 一 个 零 均 值 的 具有 二 阶 矩 的 随机 序列 ， 
则 AXD Жох, 的 最 小 均 方 误差 线性 预报 的 充分 与 必要 条 件 
是 对 任何 的 ye L{X4} Ей 
(хил — РСА), у) = 0 (3.4) 


其 中 X 和 = {rot srt 路。 LADERE m| Уа а» 
к=о 


ms с, ө, 是 任意 常数 | 的 集合 所 形成 的 子 空 间 . 


证 明 为 简便 计 ,我 们 只 考虑 实数 的 情形 。 由 于 РКО 是 
ХЛ 一 {xn ааа) 的 线性 函数 , 故 有 FXI E LCI), 
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充分 性 : 设 对 一 切 зе LXI EA 
(“ын 一 РОК), у) = 0 
Еш у 10), Ф х = у— Ё(ХИ), BI 
у= РС) + х 
则 有 
базу — ВС), х) = 0 
所 以 
Пакь ИР = learm — РСК) — |е 
= Пада — РСКОЈР + lel? > а — ADIP 
从 而 
Не те = У а 一 在 (XSD 全 


А 必要 性 : 用 反 证 法 , 设 有 weE 工 (X4)， 使 
; (хын- РОВ), оу = «Дер < 0 
此 处 a 是 不 为 零 的 常数 , 置 
у = A(X) + во 
ЕО, yE L(X*), ШЕ 
Па УР = а РОХА) 一 око 
= Пен — ВОХР + а Дор--2(ха- РСК) pao) 
= а — РОС) — elol? 
ВН ує L(X:), 使 
lerim = 9 < на СХА) 
所 以 AX) 不 是 最 小 均 方 误差 线性 估计 . я 
根据 这 个 定理 ,我 们 可 以 把 ж» 的 最 小 均 方 误差 预报 fremo 
称 为 хын 在 L(X:) 上 的 投影 。 不 难 发 现 、 当 # 无 限时 ， 上 述 
定理 仍 成 立 。 


2. 瓦 尔 德 (Wold) 分 解 


设 {x4} 是 一 个 零 均值 的 平稳 时 间 序 列 , 置 
Нь = ГА укр хвалу еі 
В Hi 是 由 元 素 集 {tt же» е) 所 张 成 的 线性 子 空间 。 ftin 
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是 依据 资料 (o ro h 对 ten 的 最 小 均 方 误差 线性 预报 。 
> 
0% = Е(|хазљ 一 Фиат] (35) 

则 显然 有 

1) HiCH, 4 К< 5 

2) псе те. < 0,4 

如 果 of > 0， 则 平稳 序列 (ха) 称 为 是 正则 的 〈 非 确定 性 
的 ), 如 果 от 一 0, 则 (ха) 称 为 是 奇异 的 (确定 性 的 )。 

因为 有 

в1< 0 т 2 1 

МАШ л> 0， 则 对 于 一 切 т>1 ЕН о, > 0。 另 一 方面 、 
如 果 中 一 0, 则 有 





мада = frp € НА 
HIE Hin С На, МАШ Hen = Hi。 这 就 是 说 对 于 一 切 k> 
1, Hi УВА АН 
0 = @ == 0 == + + == 03, == ... 
总 之 我 们 有 : 
定理 3.4 数列 {oz} 中 的 每 项 或 者 全 为 正 ( 此 时 (хк) 是 正 
则 的 ), 或 者 全 为 零 ( 此 时 іа) 是 奇异 的 ). 
瓦尔 德 在 1938 年 证 明了 ,任何 一 个 平稳 序列 都 能 够 分 解 成 为 
相互 无 关 的 两 部 分 ， 一 部 分 是 正则 的 ， 另 一 部 分 是 奇异 的 .确切 
地 说 ,我 们 有 : 
定理 3.5( 瓦 尔 德 分 解 定 理 ) ”任何 平稳 序列 (ха) КОЊ 
成 为 : 
xk = uk 十 Vk с (3.6) 
Я (u) 和 {vi} 具有 如 下 性 质 : ~ 
1) {m} 和 {v4} 是 相互 无 关 的 。 | 
2) иу 是 正则 的 ,并 且 具 有 单 边 滑动 平均 的 形式 
u, = > ЛИ (37) 
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其 中 6 一 1, 30 :< +, (а) 是 过 均值 的 白 噪声 。 ME 


(а) 与 (ој) 是 无 关 的 。 
3) zk 是 奇异 的 。 
证 明 仅 考 虑 实数 的 情形 。 设 2, 表示 ха 基于 资料 rt 
x4-2， “的 最 小 均 方 误差 预报 , 令 
Ek = Xk — Êr 
BR, e 与 Ни ВИЉА ЉЕ НЕ RI- ERRA ok 与 
Hi 正 交 , 记 作 с, Ни, 对 于 任何 的 正 整数 4，!: К<1, 则 由 
F HC Hi 及 пе Hi, 故 有 eil Hy, УП Cers а) 一 0， 并 
E Efe} = E{xh — а) = 0, 所以，{e4} 是 零 均 值 的 白 噪声 。 
用 He) 表示 由 元 素 et， ct- … 所 张 成 的 子 空 间 。 元 素 
zr 在 Hale) 上 的 投影 记 成 ww。 于 是 we Hi(e)， 并 且 对 一 切 
y€ Hr(e) 
(а-а, у) = 0 
显然 и, 可 有 形式 
Wk = У) cieri (3.8) 
i=0 
令 обе) = Elh} = |е |. 注意 到 
(ы e1) 一 《ws ту 对 一 切 11 





所 以 我 们 有 
| = z; ag Ee) 
特别 地 
ис Elzer) 一 ETE] E{(44 + ада) 
-- EON 5 Е( 4) =1 


ЖЕНЕ оке) > 0, WRR оке) 一 0， 则 序列 {x4} 自身 是 
奇异 的 ,只 要 取 wh 一 0，v4 一 x。 定 理 的 结论 自然 成 立 . 





总 之 ,我 们 说 明了 (ғ) 是 正则 的 并 有 单 边 滑动 和 的 形式 
шу = 5 Ciegas Со = 1 
і=0 


и 

Фұлтхұ-- и (3.9) 

则 对 于 1<4, RNE 
(ә е1) = (жк urs e1) = 0 
对 于 >k, HF EHe а Но ЖА ад. KZH 
l, k EA eilor 从 而 对 一 切 1,《 ЕЖ шіс, 即 {u 与 
{v4} EX. ЊЕ. 
lel? = lul? + loll? 

注意 到 (с) 的 平稳 性 , 故 得 ое) = оз М—УЈА 所 以 有 


Z 1 уа 1 2 
c 一 一 < — ||| < +оо 
之 РЕЈА “. ем] 


最 后 来 证 明 (v) 是 奇异 的 . 为 此 注意 到 
vr E Hr = На Фе) 
此 处 {ex} 表示 由 ex 所 生成 的 子 空 间 。 但 已 知 9,124. ТИЯ 
有 oE о, 重复 上 述 讨论 又 可 得 ЕН 一般 地 可 得 出 :对 
120, vE H4-1/。 但 由 等 式 (3.8) 和 (3.9) 可 见 
H, = Hi(v)BH(e) 
此 处 Hilo) 是 由 10), базе) 所 张 成 的 子 空间 ，H4(<) 是 由 
{ers ers “**}》 所 张 成 的 子 空间 。 但 已 知 vE Hri М—У 
120, Не), MUVE v€ На (о), BA 
Hi(v) = Н, (о) 
由 此 即 可 得 出 0, 的 奇异 性 . а 
进一步 ,还 可 以 证 明 下 述 的 定理 : 
定理 3.6 设 Ка) 是 平稳 时 间 序 列 (х,) 的 谱 密 度 函 数 , 如 
果 它 满足 


[i а > ә (3.10) 
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则 必 存 在 数列 со» сіз?» Саз'''»бо 是 正 实 数 ， 


У 16,43 < +оо 


使 函数 
Glz) 一 > czt 


在 单位 圆 内 没有 零点 ,而 且 
Ка) = 1607) | 
进一步 可 以 看 出 ,如 果 {zk} 的 谱 密 度 КА) 满足 条 件 (3.10)， 
则 xx 必 可 表示 成 
== > CiC ki 


і=0 


其 中 (а) 是 零 均 值 的 白 噪 声 ，E{ei} = 1, 


$ 3.3 平稳 时 间 序 列 预报 的 维 纳 
柯 尔 莫 哥 洛 夫 方法 


1. 维 纳 方法 


对 于 平稳 时 间 序列 (а) 的 线性 预报 问题 ， 用 和希 耳 伯 特 空间 
的 语言 ， 就 是 要 寻求 хы, 在 空间 Hi 上 的 投影 ， 此 处 Hi 是 
由 {xzks x4-t，"…*} 所 张 成 的 子 空间 ， 由 此 不 难看 出 , tt+tw 应 该 具 
有 形式 ; 





firm = Ў) алам (3.11) 


其 中 系数 mu …. 应 使 下 述 预报 准则 取 最 小 
Blk, m) = Е{ |ы” — 2+ |) 


一 fr(0) 一 2 ја (т +i) + > 5 агат (1 — 1) 
i=o 


ЖА, 700 是 {x4} 的 协 方差 函数 。 应 用 微分 方法 可 以 看 出 使 
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АА, т) 取 最 小 值 的 dos ал, 应 该 满足 


У ат(:— 1) == (та) г0,1,2,:-. (342) 


і=0 
这 组 方程 称 之 为 维 纳 - 堆 夫 (Wiener-Hopf) 方程 。 当 资料 个 数 为 
有 限时 , 即 已 知 {x4， teitt totka) = Xi 时 ,上 述 方程 变 成 了 
> air(i— 1) ме т(т +i) і--0,1,2,::-,п 


i=0 


当 {x4} 的 协 方差 函数 已 知 时 ， 通 过 上 述 方程 就 可 完全 确定 ао, 
ае. ЖИЕ 为 无 穷 的 情形 ,这 种 途径 就 行 不 通 了 . 

为 克服 上 述 困难 ,按照 维 纳 的 途径 ,把 预报 问题 的 求解 转化 到 
频 域 中 来 考虑 。 为 此 ,回忆 到 平稳 序列 的 频谱 展开 式 


È 
Ekim 一 | А емазта 27 (1) 





其 中 直 交 增 量 过程 (200), 一 1 


“100244, 10) 是 谱 密度 函数 。 
进一步 ,只 要 置 


сі 1) 满足 Е4142 (21) 


- 
Alei) 一 У ает 


就 可 以 把 (3.11) 式 写成 下 述 形式 
fun 一 |, се“ а 42 (%) 
于 是 有 | 
а ви еее аб п)јахца) 


从 而 
(6, т) = Е хиљ — Фиат] 


= Іше? — А(ег“2)|2Қ2)41 


在 讨论 平稳 序列 的 预报 问题 时 ,根据 瓦尔 德 分 解 ,我们 只 需 考 
虑 正则 的 序列 就 够 了 ， 和 根据 定 理 3.6, 它 的 一 个 充分 条 件 是 
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[| оваа > = | 313) 


其 中 10) 是 序列 的 谱 密 度 。 此 时 
Ка) = (GÇ)? 
注意 到 Ка) 22 0， 故 在 正则 化 条 件 GO) 一 1 的 情况 下 ,可 
以 把 Ка) 写成 
Ка) = c| (ге) |: (3.14) 
其 中 ec > 0。 以 下 我 们 恒 假 定时 间 序列 (х 满足 313) RF 
是 


РИ 


Blk, m) = c ЈЕ [ежітас (ету 
一 Абе у (е) |244 
为 方便 计 , 引 入 下 列 记 号 
设 F(z) 是 一 个 解析 函数 ,对 它 进行 罗 部 (Laurent) 展开 


Fle) 一 У; Һ* 
%--- 
Ф 
= -1 
[Ед], = У) ба“ [Ес] = У) ће, 
із0 


== 
ШІ ІЕСОІ, 是 F(z) 的 罗 郎 级 数 的 非 负 据 数 部 分 , [F(x)]- 是 
负 指 数 部 分 ， 对 于 函数 PGA 应 用 上 述 记号 ,我 们 有 

2"0(г) = Gi(z) + Giz) 


其 中 
GG) = [FG] Gs) = G) 

于 是 
emimG( em) = Сеа) + Сет") 

其 中 


С,(е72=%) == Уге" 
к=0 


=. 
G67’) ЕЧ > 人 


km-a 


..1. 





再 注意 到 Alea) 和 GU) 的 形式 


А(е ћу 一 > еміп 
*=0 


с(ет ћу = > гені 


%-0 
所 以 必 有 
Wea - а(е799) G Çe A) бе Tda = 0 
从 而 


BR т) = с Е 16,72%) 1А 


+ с ў песен) — Абе“ вус(е “ћу ha 


由 上 式 可 见 , 右 端的 两 项 皆 是 非 负 的 ,而 且 第 一 项 与 4 (275) 无 
ж. 为 选取 4(z) 使 Zlk, т) 最 小 ,只 需 取 


_ сиво) _ C) 
10 = GO 


由 此 可 见 ， 只 要 能 够 求 出 G(x)， 那 么 预报 问题 就 解决 了 。 此 时 
frin 的 频谱 展开 式 是 


ЕЈ А 
Фа = | 4 ОД (271 )42 (1) 


而 它 在 时 域 中 的 表达 式 是 
+m 王 4(9)x 
预报 的 均 方 误差 是 


Я 
oh Ван Ва) = | ееси аа 


2. AmA (Kolmogorov) 方法 
柯 尔 莫 哥 洛 夫 方法 也 是 从 表达 式 


ktn = > ах (3.15) 


і=0 
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出 发 ， 贝 于 我 们 假定 了 序列 {x4} 的 谱 密度 Га) 满 是 条 件 
log f(1)d1 > 一 oo 
Жол 可 以 表示 成 单 边 滑动 和 的 形式 
же > Cieri (3.16) 
i=0 


其 中 (е,) 是 零 均 值 的 白 噪声 序列 ，E{ ce 对 一 到 把 (3.16) 式 代入 
(345) 式 后 ， 经 整理 可 得 ; у 


fiim 一 > Р, (3.17) 
由 于 заг.) < махала) аде 所 以 必 有 
> bi < +оо 
男 一 方面 应 用 (3.16) 式 可 得 


Zrim = Ў) сет 
=0 
„— А 
= У сенн 十 стење (3.18) 
i=0 бе 


其 中 У) сенн 是 Crims ettmb yecttt 的 线性 组 合 ， 这 里 


150 


т-1 
所 涉及 的 是 ei 的 未 来 值 ,所 以 是 不 可 预报 的 。 而 >) сент 与 
і=0 


У) сена 是 不 相关 的 。 故 必 有 


jam 
fkin = > Сједут- == > Сі+тек-і (3.19) 
j=m i=0 
而 
т-1 
Жаа" Фуа 一 > Cif kimi 
1=0 
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我 们 可 以 直接 说 明 (3.17) 式 中 的 取 为 cun M АНЕ 
Blk, m) = Еа — ви] ) = min 
事实 上 ,把 (3.18) 和 (3.17) 式 代 人 Zlk, т) 中 得 


Blk, m) = E {|Z аена + 7 Cenn er 1} 
Жы 
- “(5 8) + E Cena = 00} 
由 此 可 见 , 只 要 取 b= cin THEE ФО, m) 最 小 并且 此 时 有 
o = min B(k, m) = (5 8) 


1=0 


由 上 述 讨论 可 以 看 出 ,只 要 能 够 确定 ci(i -- 0,1,- +), 预报 


问题 就 靛 决 了 。 但 我 们 知道 ,这 些 U= 0, 1, 


G(z) = > ciz! 
359 


而 
Ка) = |б(е“= а) |, 
所 以 关键 在 于 求 出 这 样 的 函数 G(x). 
当然 ,最 终 我 们 可 以 \ 而 且 也 应 该 用 xetti 
事实 上 ,如 果 置 


са) = 5: сват! 


1=0 
则 
Зал = С (ОА 

此 外 由 (3.16) 式 有 

ааа сар” 
即 

e, = G(9*) ах, 
所 以 


0 满足 


ы … 来 表示 Фиат. 


rim = Gq JG) а = 466798 
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其 中 4047) = GTGT. ВАТ R 
们 有 





Са) = [2 "G(s)]+ 
所 以 有 
| "С С], 
i | Alz) = су 
这 说 明了 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方 法 和 维 纳 方法 部 出 的 结果 是 - - 样 的 


3. 谱 密度 函数 的 因子 分 解 
从 前 面 的 讨论 可 以 看 出 ， 用 维 纳 和 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方法 解决 巴 
报 问题 ,最 终归 结 为 寻求 函数 G(z)， 使 
Ка) = |о(ет=уј: (3.20) 
注意 到 谱 密度 函数 可 以 用 协 方差 函数 (6) 表示 出 来 ， 即 


十 四 


Које У] еони 


kazo 
因为 "(0 = С), MA a) = Кад, Ж log Ка) 也 是 一 
个 偶 函 数 ， 令 = 一 o,f*(z) = Ка) log /* (2) 进行 罗 郎 展开 


log f*(#)= ОХ giz 
152% 


于 是 我 们 有 
Реде] = ви] у 
= eexp {5 ga} “(> ва] 
59—218 


log Ка) = У) вет" 


В 607—0, 1,502, ++) 是 偶 函 数 log (2) 的 傅 里 叶 系 
数 ; 从 而 有 g-i 一 8。 由 此 可 见 , 如 果 令 
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б(а) = > СЕ) 


іші 


则 我 们 有 

Ка) = eto] GCT)? 
这 就 是 说 ,我 们 已 把 谱 密度 函数 表示 成 了 (3.20) 式 的 形式 ,其 中 常 
数 因 子 ee 存在 * 并 不 会 有 什么 影响 。 
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博克 斯 -詹金斯 Box-Jenkins 方法 所 得 出 的 仍然 是 最 小 均 方 
误差 预报 。 它 所 能 够 处 理 的 是 具有 有 限 多 个 参量 的 АКМА 类 型 
的 序列 。 对 于 平稳 序列 的 情形 ，ARMA 序列 与 具有 有 理 谱 密度 
的 序列 之 间 存 在 着 一 一 对 应 的 关系 。 而 具有 有 理 谱 密度 的 过 程 是 
具有 一 定 的 普遍 性 的 。 博 克 斯 -詹金斯 方法 的 最 大 优越 性 在 于 , 它 
能 够 实现 递 推 预报 , 即 当 预报 的 步 长 从 mm 改变 成 mw 十 1 时 ,预报 算 
法 不 必 从 头 重复 做 起 。 这 将 给 算法 的 实际 应 用 带 来 方便 。 

设 {Х,) 满足 ARMA(n, р) 模型 

А04) = С(4"'је, (3.21) 
其 中 (с) 是 具有 零 均 值 和 公共 方差 的 独立 随机 变量 序列 。 
4647) 1+ аа + + с 
C(4 =le ++ + с 
多 项 式 4(z),C(z) 无 公 因 子 , 并 且 它 们 的 零点 皆 在 单位 圆 外 .为 
方便 计 , 我 们 把 rem 改写 成 为 talm), Бр 
flm) 一 Е{ хан | хаз а С? 
考虑 模型 
ACG) Ekt = С(4 Jern 
即 
ткн 十 atg 十 ”十 МИРЕ = екн 
+ сек tete + среда (3.22) 
Ф X= {retar …}， 对 上 式 两 端 取 条 件数 学 期 望 E{ Xy} 
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我 们 有 
2.01) ах 十 … E datgan = Efernl| Хи] + СЕ (е| Хеј“ 
ДЕ а ДЕ ере | (3.23) 
5-5], 1—0) k 
zg = ATCT er 
Вр х 可 由 Eks ео ЕЕ Ж. 所 以 
Е{ е. Хи) = E{ernlers et 一 0 
Е(ецу| Хи) 一 crs ћ=0 
从 而 (3.23) 式 可 以 写成 
2010) + ад 十 … Ба, хы ты = Ceg H с: сура (3.24) 
由 (3.22) 式 中 减 去 (3.24) 式 得 
ха 一 all) 一 ern 
完全 类 似 地 有 
ект хь bl) ека Kh — feall) ete 
所 以 
20010) 十 at 十 … E анасон = Сак 一人-i(1)) + 
十 … А — Bo(1)) 
апр ни 
Cl) H сё (1) + + са _„(1) те (с — ах + + 
+ (cp 一 ap)xzk-o+l 一 аах, 
一 4axk-a+i (3.25) 
完全 类 似 地 可 以 得 出 
2,(2) 十 а.2,(1) + ахь + 6 А даха 
жа eg t eee У УРА 
= саха rl) Не скора — %-, (1201 
或 
2.02) 十 aall) + сё (1) 十 … + са (1) 
-(а-адУа + tt (с, — а) хара — арыны 
”一 9aXk-a+2 (3.26) 
再 重复 上 述 的 手续 ， 也 可 以 得 出 #63), t4), tts tilm) 所 满 
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足 的 等 式 ， 由 上 述 讨 论 不 难看 出 ， 我 们 所 导出 的 这 套 算法 是 具有 
递 推 特性 的 。 只 要 知道 了 2001), 人 xi(1),… хы асет, 
我 们 就 可 以 直接 应 用 (326) 式 而 算出 如 (2)， 然 后 又 可 以 算出 
2.03), 如 此 等 等 。 
显然 ,博克 斯 -詹金斯 方法 的 关键 在 于 要 有 一 个 ARMAC, р) 
模型 当然, 这 最 终归 结 为 确定 阶 数 п, p 和 估计 系数 а, 455277» 
ас асс, cp， 关于 这 些 问题 ， 我 们 已 经 能 够 解决 了 。 
以 下 我 们 将 说 明 , 利 用 博克 斯 -詹金斯 方法 ， 也 可 以 求解 一 类 
非 平稳 序列 的 预报 问题 。 
设 {x4} 不 是 一 个 平稳 序列 , 但 它 的 a 阶 增 量 (Аға) 却 是 
一 个 平稳 序列 。 并 满足 某 个 ARMAC, р) 模型 
4(4'"ју, = С(4"'је, (3.27) 
其 中 y= Аз А-1-4, {ex} 是 零 均值 的 白 噪声 ,并 且 
А47) =l tag’ + а," 
С(4%) = 1+ 4+6 + с, 
多 项 式 А( 和 Сб) (ОЗ РЕ ОУ. _ 
我 们 也 可 以 把 模型 (3.27) 写 成 下 述 形 式 
а-4944(479,- С(479е, (3.28) 





或 
р А%(47УӘхұ = С(47Әе, 
Ж АҚСУ-"(1- 471)440479). 因为 4*(z) 在 单位 园 上 有 
4 重 的 零点 , 所 以 模型 (3.28) 所 确定 的 序列 是 非 平稳 的 。 博克 
斯 和 篇 金 斯 把 这 种 模型 叫做 自 回 归 积 分 滑动 平均 模型 ， 简 记 作 
АКІМА (я, 4, Р), 
显然 ,我 们 可 以 把 4547) 写成 下 述 形式 
4947) = 1 97 + о + 5 + anag 9 
于 是 模型 (3.28) 可 以 写成 
Xr T atga H eee Бо, аст ek F сер 
十 … с 
当然 未 知 参数 вз вс» аға» ci cb ;cy 是 可 以 估计 的 .从 
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而 我 们 可 以 应 用 博克 斯 -詹金斯 方法 求解 关于 序列 (ғұ) 的 预报 问 
题 ， 能 够 得 出 形式 完全 类 似 于 (3.25) 或 (3.26) 式 的 递 推 预报 算 
法 ， 
例如 ,考虑 非 平稳 序列 
Xk = ek + Traer- + бека E TRS Ca (3.29) 
的 预报 问题 (参看 文献 [14]) ,其 中 Yri Yi- Тао EMA. s= 
QTD =A, 不 准 把 模型 (3.29) 写 成 下 述 形式 
Atg = Aeg 十 7Y4-iAiek-l Ти H Yke- 
= (eg — leri F era) + Th et, — деца F ega) 
十 Yrker 一 cek-z) + Узел 
= eg + biegi H baer-s + begs 














其 中 
87,1 十 7 十 7 一 2 
буне L — 2 тъ 
b= Tia 


这 就 是 说 xx ЈЕ ARIMA (0, 2, 3) МЕ; d=2, Alz) =1, 
С(2) = 1 + bz + Бу? + Бад 
所 求 的 预报 公式 是 

401) = Traer + Tra{ser} + Та] 


535 具有 МА 噪声 的 系统 预报 的 奥 斯 特 隆 姆 方法 


考虑 具有 МА 噪声 系统 的 预报 问题 
4(4ју = В(4 "ји, + С(4 ex (3.30) 

其 中 

А097) = 1 2,47 + +: + а," 

в(47) = bo + 54 + ++ + bng 

С(4*) = 1+ 24+ 5 HeT’ 
并 且 假定 CO) Еа АУК, Ар 

и = С(4 7) е, 


. 59 。 





形成 一 个 MA 噪声 ,其 中 ex 是 零 均 值 的 白 噪 声 ，y 是 输出 u 

ERA. 

. 因为 我 们 关心 的 是 预报 问题 ， 控 制 输入 w 的 作用 可 以 忽略 . 
故 暂且 不 妨 假 定 w 一 0。 所 以 我 们 有 


A(q yk "= С(4 "је, (331) 
奥 斯 特 隆 姆 (Åström) 在 他 的 专著 中 中 ,证 明了 下 述 的 关于 
寻求 最 小 平方 误差 预报 算法 的 定理 。 


定理 3.7 (у) 是 一 个 随机 序列 , 它 满足 
А(4“'јуј = С(479е, 
其 中 {ex} 是 一 个 零 均值 的 正 态 白 噪声 序列 , var{ex} 一 с, 并且 
假定 4(x) 和 C) 的 零点 丝 在 单位 贺 外 , 则 у, 在 最 小 均 方 误 
差 意义 下 的 向 前 4 步 的 预报 和 (4) 满足 
Dr(h) = GCTC) yr 
其 中 GU 满足 
474 )С(47) = FU + 470 (47) 4747") 
而 E) 是 47 的 4 一 1 次 多 项 式 
F) 1 а о + 4799 
预报 的 误差 是 
Falh) = erpa H fierari 十 ће 
它 的 方差 是 
уап(уј(л)ј те а] ФА: + 85) 
证 明 由 于 我 们 有 
A(q Yy = C(e 


以 及 
4747%)С(47') == (47) + 47'0(47)47(4") 
所 以 | 
Уа = А“ (4) С(4"')јецњљ 
 Е(4'јецаа + GUA )er 
然而 


су = А(А“УСХ479% 
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故 有 
уза = Р(47') едь + 6(479С7Қа79», (3.32) 
由 于 C(z) ИЕА, GDC D 有 
对 于 уу -的 任意 一 个 线性 函数 了 一 У Суд» уа СС)» 
以 它 为 w+ 的 预报 值 , 则 预报 误差 为 
HA) = уа — I 
= Б(а "јел + G(q Cg — У 
注意 到 Ден) 是 独立 的 随机 变量 序列 。 而 мәуе" АҢ е), 
eri HR, MA Р(ајена 与 Yrs Уз RM. M 
Fers 5 GTDC y 一 了 》 是 独立 的 。 由 此 得 出 
Е{ӯ CAY} = E{ Lyra — 91) 
= E{[F(q "је 1} + Е 6(47УС(а7Уу, — 21) 
见 , 只 要 取 
9 = GTC y 
就 可 使 预报 误差 的 平方 均值 Булу) 达到 最 小 。 所 以 我 们 所 
寻求 的 预报 公式 是 
ЖО) = GC ya 
或 者 写成 
| С(47 9.) = Gy 
此 外 由 (3.32) 式 不 难得 出 
IAA) 一 F(9g)ckra 
= eri t едан ЗЕ леан 
注意 到 (a) 是 零 均 值 的 正 态 白 噪 声 。 即 得 
магў (А) 一 ol 十 在 十 及 十 H Rh} | 
对 于 控制 输入 w 不 为 零 的 情形 ,完全 类 似 地 有 : 
定理 3.8 it {yx} 是 随机 序列 , 它 满足 
А(4"'ју, = B(q "ји, + С(47Әе, 
{ex} 是 零 均 值 的 独立 随机 变量 序列 ,并 且 var{e4} = о, {u} 与 
{e 好 独立 。 多 项 式 4(z) 与 C(z) ОДА ВА, ЛІ) 


29. 





在 最 小 均 方 误差 意义 下 的 向 前 步 的 预报 和 (4) 满足 
PaA) = F(Z ')С(47) Зи +С(47')7'6(97')у, (3.33) 

或 者 

CCGA) = Е(4798(479и + Gq ve 
 Е(479) 和 с(47) 满足 

4(47)7С(97) = Е(47) + ATD (4) 
ҚУ 是 9 的 4 一 1 次 多 项 式 

FU 一 1+ 47 + һа H 5 + 1407979 
于 是 G0) Ж 9 的 ”一 1 次 多 项 式 
6047") = go + ЕД + gang 579 

预报 误差 是 














(АУ) = Е(47"') едь 
' 其 方差 是 
магў) = са R + 85) 
这 个 定理 的 证 明 与 定理 3.7 类 似 , 故 不 再 重复 。 


536 自 校 正 预报 方法 


设 随 机 信号 {y4} 满 足 
А(4 ју = B(g ји, + С(479е, (3.34) 

其 中 {ux} 是 输入 信号 ，{e4} 是 零 均值 的 独立 的 随机 变量 序列 ， 
ЊЕ Е1 4) =. 而 

А04) 一 1 十 aig +: ал 

B(1*) = bs + 4 +: + bng” 

cC = 1 + са) +: + e 
这 里 ， 我 们 假定 模型 (3.34) 的 参数 зато ans bos bis 77 bmo 
сә ос, с, 是 未 知 的 。 用 ЎА) 表示 输出 信号 yx+。 的 基于 
Do yt- 的 线性 最 小 均 方 误差 估 值 。 则 由 (3.33) 式 知 


_ 647) Е(4') pega 
ICh) са)" + Cr В(4')икь (3.35) 
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其 中 F), GU) 用 下 述 恒等式 确定 
С(47') = Е(47)4(4") + 4 7%6(479 (3.36) 
而 
F = 1+ hg + 5 +47979 
GIT) = gi t 8g + 5 gd" 
由 于 а", а, bos 8,55%, bms C1,"…*s Cp ЕЖА, NUAR 
his Т То Bos 97775 ва ШЕКИНЕТ БЕН. — 
种 明显 的 方法 就 是 首先 对 模型 (3.34) 的 未 知 参数 进行 辨识 ， 然后 
再 用 等 式 (3.36) 确定 F(U 和 GUD. 从 而 得 出 预报 公式 
(3.35)。 另 一 种 方法 是 由 维特 马克 (B. Wittenmark) 等 人 根据 自 
校正 调节 器 的 思想 提出 的 自 校正 预报 方法 钼 。 其 特点 是 不 需要 去 
辨识 模型 (3.34) 的 未 知 参数 而 直接 估计 预报 算法 (3.35) 式 的 参数 ， 
为 做 到 这 一 点 ,需要 把 预报 公式 (3.35) 进 行 适当 改变 ， 令 
Yr = к-к) 十 sk 
于 是 由 (3.35) 式 有 
у; = G(T) yra — (С(47) — 1)? (№) 
+ Е(479В(479н, + Ex 
如 果 置 
4(47) = 6047) 
В*(47') = С(47') 一 1 
С*(47') = Е(4 9В(479) 
虽然 它们 的 系数 是 未 知 的 ,但 阶 次 却 是 已 知 的 , 故 可 令 
АХАУ = ау + ад + + а, 4 79 
ва) = Ва + + 8,47 
CT) = rot rg Tn g 
此 时 我 们 有 
Ye = A*(q ју» — B*(q tah) + C*(q “ји + er (3.37) 
进一步 置 
ФСК)" = [ys Уа 19775 Vestis 79-ы А А)» 
m poral h)a tt 


..Х. 





т>%-А-,(0) Mko М-де ***  МЕ—т—841 
O = [a mty Anis В." В, Yos 755%) Тизл] 
则 (3.37) 式 可 以 写成 
у= Ф(0)'9 + в, 
于 是 未 知 参数 向 量 9 可 由 下 述 递 推 公式 确定 
8 + 1) 00) + мо + бука $+ 184) 
Е Р(0%(%-51) 
ет ТЕ 


РА 1) 一 іп — МЕ + ФС + 1771Р(4) (3.38) 





其 中 1 是 遗忘 因子 , 初 值 P(0) 和 6(0) пре у, 

上 述 的 一 组 递 推算 法 ， 给 出 了 公式 (3.37) 中 未 知 参数 的 相应 
估 值 ， 在 估计 ФО) 时 ,我们 将 利用 直到 时 刻 & 的 观测 值 xx。 ЖІ 
用 估 值 6(*) 和 公式 (3.37) ,可 以 得 出 向 前 步 的 预报 估 值 算法 . 

IA) = Â* (G) yr — ВАС) + Саша, (3.39) 
其 中 多 项 式 4*(49-!)，B*(g-!)，C*(g-!) 的 系数 是 人 (《) 的 相应 
分 量 。 

由 于 B*(g-!) 具有 形式 

В*(47!) = Pq + +++ + 8,47 
所 以 在 应 用 公式 (3.39) 进 行 预报 时 ,要 用 到 估 值 

9, (В), Pra h), Doh) 
而 算法 (3.38) 和 (3.39) 式 都 具有 递 推 的 特征 。 所 以 在 开始 计算 时 ， 
95-4 (8),9 а (9,-,9,-) 之 值 可 以 适当 地 猜测 ,加 是 初始 
时 刻 ， 

上 述 这 种 预报 算法 ,不 仅 适用 于 模型 参数 未 知 的 系统 ,而 且 由 
于 算法 的 递 推 特 征 ， 对 于 系数 随时 间 变化 的 系统 也 有 一 定 的 适用 
性 ,所 以 它 是 一 种 具有 自 适 应 性 质 的 预报 算法 。 按 维特 马克 ,把 这 
种 算法 叫做 自 校正 预报 算法 。 

在 实际 应 用 中 ,wi 表示 预报 因子 , 它 是 可 以 事先 给 定 的 。 如 果 
所 涉及 到 的 预报 因子 不 仅 一 个 而 是 多 个 ,例如 ; mk), alk) 
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а), МАН HUMRA ВИСЕ 
PB) = Ar(q -yr—B*(q Dh) + У) СУ Ка“ и + A) 


је1 
其 中 
人 (4 = а + EGT + + била "79 
В*(97) = pg + + + eT’ 
ба“) = Pot Ра о + Фа аа т» 
ӨС)? = (êo, Ĝis tt а, Вог о» Bos юз" Viomth-is 
Фоэ757» Тартаља» 77» Punso ?м,т+һ-1) 
ФОА)" = [уь в," +, Уқ-ә-өн» Ўа-в-100) 5 к-а) „77 
— r-rel h), м0 — 1) о (К ет А+ 1), 
mlk — 1), и(К —m— h+ 1), ©, 
uulk — 1), **, из(К — m —h + 1) 
而 ÔO 则 由 算法 (3.38) 确 定 。 


837 ”卡尔 曼 预 报 方法 


我 们 考虑 用 状态 空间 模型 描写 的 系统 的 预报 问题 。 设 
x(k + 1) = ФИОЖ(К) + ж(А) (3.40) 
УК) = Н(К)х(К) + (А) (3.41) 
其 中 x(k) 为 = 维 的 状态 向 量 ，y(k) 为 m 维 的 观测 向 量 , w) 
是 维 的 系统 (装置 ) 噪 声 ，v(%) 是 m 维 的 观测 噪声 。 假 定 (А) 
和 vk) 相互 独立 ,它们 都 是 正 态 的 ,并 且 
E{w(k)} = 0; E{v(k)} =0 
对 任何 的 和 i ЕН 
Емом] = Qo Еби Оу(р) = 0 
Е(УСО (7) ) = Кё 
初始 值 х(0) ВАЈЕЖИЈ ЈН wA), vA) 相互 独立 。 
我 们 的 问题 是 基于 观测 数据 У, = {y(0),y(1),……,y(《)}， 
求 系 统 状态 x(j)(i > к) 的 在 线性 最 小 方差 意义 下 的 预报 估 值 
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#01:). 
不 难看 出 ,对 于 用 方程 (3.40) 和 (3.41) 所 描写 的 系统 ， 下 述 结 
论 必 成 立 : 
1) 随机 序列 (К) 和 УК) 都 服从 高 斯 ( 正 态 ) 分 布 ,如 
R p:(0) = E{x(0) 一 0， 则 它们 的 均值 皆 为 零 。 
2) 对 一 切 А2210) 0,1,:--), ЕЯ 
E{x(i)w(k)} = 0, Е{у(/)м(к)"} = 0 
3) 0) 8--1,2,--41 1-0,1,2,-- RA 
Е{хж(ј)ж(к)")} = 0 
4) 1—0 к> і, ЕН 
Е(у(ру( "ју = 0 
对 于 预报 问题 ,有 下 述 的 定理 
定理 3.9 对 于 系统 (3.40) 和 (3.41)， 如 果 滤 波 估 值 (414) 
和 滤波 误差 (АДА) 一 x(k) 一 ЖА) 的 方差 矩阵 PCI) 对 于 
某 个 是 已 知 的 。 则 对 于 一 切 的 ;1 >k, 我 们 有 
1) 线性 最 小 方差 预报 值 被 下 式 确定 
#14) = ФИА) (3.42) 
其 中 
Ф(ј, k) =o — 1)Ф0 一 2) ФСК) (3.43) 
2) 由 预报 误差 XLR) == (7) — #071) 所 形成 的 随机 序 
A ARGIR) 一 《十 1,《 十 2,.…} 是 零 均值 的 高 斯 -马尔 可 夫 
Markov 序列 。 其 方差 矩阵 满足 
РСА) = Ф(7, ОРСК ФС, К)" 
+ У) oG, DG, iY (344) 


i=k+i 
证 明 БРАТЕ ЖАН „НИЈЕ ЛАЗЕ НЕНА ЈЕ 
#010) = EDIYU), yC) 
而 且 对 于 了 > 《十 1, 有 
ж = од, Юхо) + ЎЎ 0, ж 0) 
s=k+i 
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所 以 
#010 = E (өсі, Dx) 


+ У) об, DWG — DII, y} 


54) 


= pG, ELX), убк)) 


+ 2: ді, Ембі — 1)1у(1), 5-5, УСЮ} (3.45) 


ішізі 
由 前 面 的 结论 2) ， 对 于 一 切 j 之 《十 1， 随 机 向 量 {w(i 一 1)， 
ikl, i} R y0), yA) 是 不 相关 的 ,但 它们 都 
具有 正 态 分 布 , 所 以 也 是 独立 的 。 从 而 对 于 i= k+l, 有 

E{w(i—1)|y(1),.…*, УСЮ) = E{w(i—1)}=0 
于 是 (3.45) 式 变 成 
ЖИЮ = PG, ОЖАУ >К 
这 就 得 出 了 (3.42) 式 。 
进一步 对 于 给 定 的 《和 一 切 i > К, 我们 有 
ЖОЛ) = (5) — GIK) 


ox + 37 oG, див —1) — ol, ЮЗЮ 
skti 


=pl, ЮЖО + 2: өсі, Әесі-1) (3.46) 
isk+i 


ШЕШЕН ЕЕЕ Akl 是 零 均值 的 高 斯 变 
量 , 所 以 ЖА) 也 是 零 均 值 的 高 斯 变量 。 于 是 由 (3.46) 式 可 见 ， 
(01), 一 和 十 1, 和 十 2,……} 必 为 零 均 值 的 高 斯 序列 。 以 下 
来 说 明 ， 这 一 序列 的 马尔 可 夫 性 。 用 天 表示 集合 k+l, k+ 
дер << <L tan Lte 是 KK 中 的 任意 9 个 数 。 不 
妨 记 4-7, tai =q — 1, W 


(414) = PU, OZIK + D ва, wli—1) 
0+1 
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= ока — Do(g — 1, KCI) + Ф(4, дума — 1) 
+ 5: oa, ум —1) 
ак. 


= о(а — 1)Ф(9 — 1, 0%(41|4) 


%Ф(4- 1) ў pla — 1, wi — 1) + м(9 — 1) 
ізіӛ?і 
= оба — 1) [оа 1, Юю 


+ gg— ын D] 


了 二 
十 w(4 一 1) 
注意 到 (3.46) 式 后 ,可 由 上 式 得 出 
(|А) = Ф(9 — 0 4- 114) + ж(4 — 1) (3.47) 
由 此 式 即 可 得 出 序列 (ЖИТА), Ре а, 2, о 的 马尔 
可 夫 性 。 
最 后 推导 公式 (3.44)。 注 意 到 
РОЇК) 一 ЕО У (3.48) 
以 及 对 一 切 i 一 《十 1, Ка 
ВА ум — 1)') = 0 
Е(м(рм ју =0 jk 
把 (3.46) 式 代 人 (3.48) 式 中 经 简化 即 可 得 出 
РА) = PG, ОРСК ОФ К)" 
і 
+ 之 oG, 090, iV | 
下 面 的 例子 可 以 说 明 ， 用 卡尔 曼 方 法 寻求 以 状态 方程 描写 的 
系统 的 预报 问题 的 解 是 有 实际 意义 的 。 
例 : 导弹 位 置 和 速度 的 预报 问题 
设 对 导弹 的 位 置 的 观测 方程 是 
У) = x(k) + w (3.49) 
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观测 噪声 w(*) 满足 
E{w(k)}=0 E{w(i)w(k)} = 028,4 
x(k) 表示 导弹 的 位 置 ， 
ШЕН vO 表示 导弹 的 速度 ，a(A) 表示 导弹 的 加 速度 ， 
工 表示 采样 间隔 时 间 。 则 有 


alk + 1) = x(k) + TVC) + E Тас (3.50) 
v(k + 1) = v(k) + Та(4) (3.51) 


假定 加 速度 a(k) 是 随机 的 , 它 是 白 噪 声 ,并 且 满 足 
E{a(k)} = 0 Е(а(уја(к)) == оба 


引入 状态 变量 
x(k) 
х (у 
Е 
1 了 іт 
-GD 6") 
т . 
Н--(1,0) 
则 得 系统 的 状态 方程 
жа = Фх, 十 Ta(k) (3.52) 
和 观测 方程 
y(k) = Hx, + w(k) (3.53) 


导弹 位 置 和 速度 的 预报 问题 是 。 基于 所 观测 的 导弹 的 位 置 
{7(1)，…，y(k)}， 导 求 导弹 在 将 来 时 刻 A 十 和 时 的 位 置 x(《 十 
8) 和 速度 v(% +A) 的 预报 值 全 АК) 和 vek + hlk). 5 
然 这 个 问题 可 依据 模型 (3.52) 和 (3.53) 用 卡尔 曼 方 法 来 解决 。 


299» 





第 四 章 ”动态 系统 时 变 参 数 的 辨识 


本 章 内 容 包 括 两 部 分 : 从 解决 动态 系统 预报 问题 的 特殊 观点 
出 发 来 讨论 时 变 参 数 的 辩 识 问题 和 从 一 般 观 点 出 发 来 讨论 时 变 参 
数 的 辨识 问题 ， 在 前 一 种 观点 下 ,我 们 引出 了 一 种 “权宜 ”的 算法 ， 
它 对 于 解决 预报 问题 是 很 有 效 的 . 在 后 一 种 观点 下 ， 我 们 应 用 多 
项 式 逼近 的 方法 引出 了 关于 时 变 参 数 辨识 的 一 种 途径 ， 


541 预报 模型 的 参数 辨识 准则 


通常 ,解决 动态 系统 的 预报 问题 要 从 资料 的 收集 和 分 析 着 手 。 
在 此 基础 上 通过 适当 地 应 用 辨识 方法 ,建立 起 系统 的 数学 模型 .对 
于 控制 系统 的 设计 ， 一 般 也 要 进行 系统 辨识 .但 预报 问题 与 控制 
问题 的 本 质 存在 着 不 同 之 处 。 虽然， 系统 的 控制 模型 经 过 适当 地 
处 理 后 ,可 以 用 来 作为 预报 模型 ,但 是 专门 为 解决 预报 问题 所 建立 
起 的 模型 ,对 于 解决 预报 问题 而 言 , 可 能 有 更 多 的 长 处 . 因此 有 必 
要 发 展 一 套 适 用 于 预报 问题 的 辨识 方法 . 

我 们 首先 来 讨论 关于 辨识 准则 的 确定 问题 。 不 失 一 般 性 ， 考 
虑 如 下 形式 的 向 前 一 步 的 预报 误差 模型 : 

y(4) = КҮ, О,, OCk), k] 十 e(A) (41) 
其 中 y(《) 是 输出 ，u(《*) 是 输入 ，e(《) 是 随机 噪声 , 假定 它 与 
Но» Му Ө(к), к] 不 相关 . 而 
Yi = {7(0), у(а)„: ++, y(k — 1)} 
9,-(ш(0),а(1),:>- u(k)} 

OCR) 是 m 维 的 参数 . 

不 难看 出 ,对 于 模型 (4.1) 而 言 ,如 果 已 知 资料 Yro Мо 和 
参量 OC) 的 值 6， 则 系统 输出 的 向 前 一 步 的 预报 公式 是 
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$0410) = КҮ, ., U,, Ô, kj (4.2) 

相应 的 预报 残 差 是 
elk, Ө) = y(k) — (k10) 
= y()— КҮ. 0,, ө, k] 

在 Но, OCA), А1 的 结构 已 知 的 情况 下 , 预报 公式 (4.2) 将 依赖 
于 ОК) 的 估 值 . 我们 自然 希望 预报 的 “误差 ” 尽 可 能 的 小 ， 也 即 
希望 elk, Ө) 尽 可 能 的 小 ;而 Ө 值 的 不 同 将 导致 残 差 e(《, 09) 
的 不 同 , 所 以 








МӨ) = |е(к, 0 
是 6 的 函数 。 

由 于 y 是 被 预报 量 。 它 是 未 知 的 。 从 而 仅 可 能 有 资料 
у 和 Uh。 所 以 应 用 一 般 的 估 值 算法 仅 能 得 到 9( 一 1) 的 估 
值 (4 一 1), 于 是 ,一 般 的 所 亩 自 适应 预报 算法 ,对 于 模型 (4.1) 

言 , 仅 能 具有 形式 

016 — 1)) = FY ps Urs Ôk — 1), 如 (43) 
如 果 系统 的 参数 是 快 时 变 的 , 即 O) 与 6( 一 1) 有 较 大 差别 。 
则 上 述 的 算法 (4.3) 将 产生 较 大 的 预报 误差 .为 减少 这 一 误差 ,我 
们 应 设法 得 到 OG) 的 某 种 估 值 600. 进而 把 预报 算法 写成 
об) = АҮ, Us 6'(%), 4] (44) 
并 称 之 为 含有 参数 预报 值 的 预报 公式 。 此 时 预报 的 残 差 为 

ек|") = УСА) — FY i-is Ма 66), k] 

以 下 为 方便 计 , 我 们 称 

e(kl6(t)) = y(k) — fY ri» Uss 64), k] 
为 后 验 残 差 ， 其 中 да) 是 O 的 依赖 于 资料 Yk， О, 的 估 
值 。 至 此 ,我 们 可 有 如 下 定义 : 

定义 设 (4:064) 是 一 族 含有 参量 3 的 关于 动态 系统 参 
量 0(*) 的 估 值 算法 . 如 果 对 于 任何 的 。 > 0, ЕН weEA 和 
М>0, 894 к> МЕ, BAE 40 所 得 出 的 参量 估 值 ÔA) 
恒 满足 





leck, ва) <e аз 


4101» 





我 们 就 说 这 族 算法 满足 后 验 残 差 一 致 小 准则 . 

这 就 是 我 们 所 提出 的 关于 预报 模型 的 参数 辨识 的 辨识 НЕ ТТ. 
下 面 说 明 : ”我 们 所 熟知 的 五 种 递 推算 法 (RLS, RIV, RGLS, 
RELS, RML) 通常 是 不 满足 后 验 残 差 一 致 小 准则 的 。 如 我 们 所 
知 的 , 若 系统 的 模型 具有 如 下 的 形式 

Уд ФУ + er 

Ай», Н, с 是 白 噪 声 ，6 是 未 知 参数 向 量 ， 几 (4) 是 由 
узме а с п)и(к — (0 < 1] Сп) Ешже,(1<4<») 
或 它们 的 某 种 估 值 组 成 的 向 量 ，a(A) 是 输入 。 则 可 以 把 上 述 五 
种 递 推算 法 写成 如 下 的 统一 的 形式 











Be p(k — Dz(h) 
ӘНШ р 
х (у, - ФОА — 1)) (45) 
1 қ-а) 
一 ја |Р(К — 1 
Кажу ар У] 


(4.6) 
;其 中 ÔO СТРУКА АН, а(8) 是 适当 确定 的 
向 量 , 它 随 算法 的 不 同 而 不 同 (参看 文献 [10]);44 是 遗忘 因 子 .与 
上 述 统一 算法 相应 的 后 验 残 差 是 
Elk, 8(%)) yi — ФС) 
i е; т —1)— -ФООР(А- 13200) _ 
a ссе) 
х (у, — ФИА 1)} 
(А) РОК — 1)2 A 
=f O тент, O {ya ФОО ВСЕ — 1)} 
由 于 уь, ФИ), 606—1) 都 是 已 知 的 ， 故 y — pÂ 一 
'1) 已 被 完全 确定 。 可 见 , 欲 使 le(《, 6(《))| 充 分 小 ， 就 必须 使 
1 EPC — 124) 
le ФОУРО- 1): 
足够 小 ,这 就 要 求 充分 地 接近 于 零 。 而 这 是 公式 (4.6) 在 一 般 
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情况 下 所 不 能 允许 的 . 所 以 ， 熟 知 的 五 种 递 推算 法 通常 是 不 能 满 
足 后 验 残 差 一 致 小 准则 的 . 


542 预报 模型 的 参数 估计 算法 


不 失 一 般 性 ,以 下 仅 考虑 时 变 参数 的 单 输出 系统 
уь = НҮ. Ui, OCK) K] + er (4.7) 
其 中 OO 是 m 维 的 时 变 参 数 ，y 是 一 维 的 输出 ，<， EBENE 
Ж. 
系统 (4.7) 的 一 个 特殊 情形 是 
Ya = ARVOR) + er (4.8) 
对 于 这 个 系统 ,如 果 ФСК) при ЈЕ, a EARE, 2 
数 OCK) 是 非 时 变 的 或 慢 时 变 的 。 则 其 估 值 算法 可 写成 如 下 形式 
ви) = 8 — 1) КО) 
一 风 (Cr6 — 1)} (49) 
В) = (к — 1) + 4908) — ВОК — 1)} (4.10) 
З А) 可 以 被 直接 确定 ， 则 (4.10) 式 能 够 省 掉 。 可 见 递 推算 
法 的 主要 部 分 是 (4.9) 式 ， 对 于 这 一 算法 ,其 后 验 残 差 是 
elk, ÔCk)) = ya — Gk) ÊC) 
= yi — ANÊ — 1) — афО") Ж) 
х(у, — Ф00'6% —1)) 
-(1- ФОО ЕСО ФОО у, -ФАУда — 1) 
由 此 可 见 , 只 要 置 
ЏО] 0 
к) = Јој 


0 "ад 
就 有 | 
elk, 806))= (1 — 09. — ФК — 1) 
于 是 只 要 使 re 充分 接近 于 1， 就 可 使 后 验 残 差 e(4, ӨО) 任 
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意 小 。 从 而 我 们 得 出 了 如 下 的 估 值 算法 








ба) = 6 “?йа-аі 
(9-08-19 + — TOF r Ey — Ak —1)) 
而 对 于 时 变 参 数 的 情形 ， ан: 
бю-ба-і ?а-і 
(k) = 0 — 1) + 2 TROF ФС) — ФК 0 — 1)} 
(4.11) 


其 中 8 是 适当 的 常数 。 显 然 当 8 = 1 时 ,有 elk, 60А) = 0. 
对 于 系统 (4.8), 如 果 ФА) 仅 由 YoU, 决定 , 则 当 参 数值 
取 成 664 — 1) 时 ,向 前 一 步 的 预报 公式 是 
ЎВО – 19) = Ф)" (К — 1) 














从 而 有 
一 9 здк 1)) = $A) 


Ack- 


故 算法 (4.11) 又 可 改写 为 
6) = 6 — 1) + 





| ава] 
сқа 
8 ај 66 — Dy ФО)" — 17) 
604-0) 
类 似 地 对 系统 (4.7) 有 
ЗА — 1)) = FLY ris Urs ÔCk — 1,4] 
мо 6 —1)] = -一 — IYr 0,, 666 — 1), 81 
Ӧва-2 
= 0 живе —1)) 
ou-n 


所 以 平行 于 算法 (4.11), 可 以 把 关于 系统 (4.7) 的 时 变 参数 0() 的 
估 值 算法 写成 


6) 一 64 一 1) + 2 


уок Ôk — D11? 
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“ча, 664 — 10] 
(У, — Лудо» Ме, 666 — 1), k1} (4.12) 
其 中 5 是 适当 确定 的 常数 。 
可 以 说 明 , 在 适当 的 条 件 下 , 算法 (4.12) 是 满足 后 验 残 差 一 至 
小 准则 的 ， 事 实 上 ,我 们 有 如 下 的 定理 ; 
定理 4.1 对 于 系统 
у. = У Urs 000, А + е 
无 论 其 噪声 统计 特性 如 何 ,如 果 有 常数 。 > 0 НИ) ВТ 
ју] << а.5 
对 一 切 一 团 ye 和 ulk), 一 切 8 ER”, е 
ИХ» ДЦ, 6, | <« a.s 
зх (өсд) 是 由 算法 (4.12) 所 确定 的 ,并 对 а > 0 一 致 地 有 


im Убио О Vor oflks 6 — 01 ,> 0 a.s (4.13) 
Бе Пећ, Ôk — DIIP 


其 中 000 由 下 式 决定 


1, BCR)] = пи, ӨСЕ — 1)] + Via-of lk, 600760) 
此 处 





бск) = 606) — 6 — 1) 
Пк, 0] = НҮ,_., О, Ө, k] 
则 对 于 任何 的 。> 0, 必 有 6 > 0 和 N > 0, 使 与 之 相应 的 
{6(A)} 所 导出 的 后 验 残 差 , 当 A >N ih EWE 
elks ву] = lyi — FLY g-is 0,000), А1 < E a.s 
证 明 对 fik, 600] = НҮ, Urs ÓC), kI 06 — 1) 
处 应 用 微分 中 值 公式 ,有 
нк, дат OCR — 1)] + volk, 60164) 
但 是 
Ock) == 6) (к —1) АЕ 
[уво ӨЕ — 1)1 
X Vou-oflk> Ok 一 1) Цу — Ак, 6 — 1)1} 
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所 以 р А 
flk, 9] = ЛА, Ôk — 1)] 

Уво 1/16, ӨС Јува ИЕ, Ôk -- 11 
ІМ о! 606 = Це 

x{ye — fik, 6 101} 


+ 





于 是 | 
Ya — Пк, 04) ] 


= (1 — а уља бабу гува flk, 608-101 ) 
пуви- А 666 — DII? 
х {ye — ПА, 66 — 1)1} 
由 于 我 们 有 条 件 (4.13) 式 ,所 以 对 任何 e> 0， 必 有 N> 0, 使 当 
КУН 





1 < Votof lk, OCRD] ва ба-іл 
6c " уок ӨС 11 








р 


Dlo 
SEE 
下 
тт 
- 
| 
«је |" 
м 


РЕЖИМНЕН АКИШ S соната ЧЕД 
"(1+ 


由 此 可 见 ,只 要 使 8 满足 
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当 > МЕН 
1 — Убио А Ова, 68 — 1] у 
ІМ, ӨСЕ — DII 





以 及 

ји — па, вою – а(1 = E) Ји, 6 — 01 
<һ-ә(-2) ім + Hk ва D11) 
«р- бојено нв 
关于 条 件 (4.13) 式 的 注释 。 这 个 条 件 无 疑 对 所 讨论 的 问题 是 


给 了 一 定 的 限制 ,但 这 种 限制 并 不 是 过 苛 的 。 例 如 对 于 形 如 
Ya = ФОО ОСА) + ex 





的 系统 , 恒 有 И 
fik, ВСЮ) — lks 66 — 1)] +) 60) 

从 而 

lim Убио А IEJ] ва А 6( — 1)] 

са |б ок, Вск — DIIP 

_ im ОФ. 
х=» JEP 

即 条 件 (4.13) 式 必然 满足 ， 


%43 多 输出 系统 的 参数 估计 


жей, 我们 仅 考虑 了 单 输出 系统 的 参数 估计 问题 。 现 在 来 
考虑 多 输出 系统 的 情形 ， 设 有 多 给 出 预报 误差 模型 所 描写 的 系统 

y(k) = FLY ris Us, 065), k] + e(k) (4.14) 
其 中 yk) 是 # 维 输出 ,，u(4) 是 2 维 输入 ，0(4) 是 m 维 的 参 
Ж, elk) 是 = 维 的 噪声 ， 而 


0107, 





У, = (у(0), уба),:--„ y(k — 1)) 
0,--іш(0), «(1),::>, u(k)} 
模型 (4.14) 的 一 个 特殊 的 情形 是 
У(А) = Ф(Ю)Ө(Ю) + elk) (4.15) 
其 中 ФО) 是 Y-， 和 О, 的 矩阵 值 函 数 。 
下 面 说 明 ， 前 节 所 得 出 的 关于 单 输出 系统 的 时 变 参数 的 估 值 
算法 ,对 于 多 输出 系统 (4.14) 的 淮 广 是 
6) = 66 — 1) + ва) ва ћ, 66 — 1)] 
X 人 (人 一 TY Urs ФК — 1), Kl} (4.16) 
其 中 Уа о Ok 一 1)] 是 mx = 的 矩阵 , 它 被 定义 为 


Ува 6 — 1)] = 2, У, 0,0, Коев 














8 是 适当 选取 的 常数 。 而 


АИ) = Bi + ABA 
В, = Уба А ОСА — 1)] + Vaa-vflk, ӨСЕ — 171" 
ФВ.) 和 an 是 通过 下 述 步骤 确定 的 : 设 rank В, =r}. 
用 Фа(1) 表示 В, 的 特征 多 项 式 , 即 wk(2) = det (21 — Ва), 


置 


一 aA) 
ФАО) TEN 


а, Ф.(0) 
BR, а, ~ от Ф.(2) 具有 形式 
Ф) EAR H ад аде. + an 
ТЕ 
ФВ) = Ве +H aB +5 ава а,! 


5442 Ak) =B, + 2 OBa) 是 一 个 正定 的 对 称 矩 
"к 





Б. 
证 明 把 = гапк В 简 记 为 1。 B Мо Мас, 是 В, 


„198 





的 + 个 非 零 特征 值 。 由 于 为 :是 非 负 定 的 对 称 矩 阵 。 所 以 必 有 正 
а T ,使 得 

TBT" = р, 
此 处 D, 是 一 个 对 角形 矩阵 ,不 失 一 般 性 可 以 假定 D4 具有 形式 


82000 








2, 
D; = 2 
0 % 
另 一 方面 ,由 于 
ФА) ФА) == = Фа) = 0 

所 以 

TO B,)T" = ТВуТ" + aT BY'T ++ + а, АТВ" 

+a, TIT 


--(ТВ,Т") +a (ТВТ) + 5 + a,l 
= D, +a Dy't + anD + a,l 


Plà) 
ФА М) 0 
- Фа) 
(и а. 
“, 
Ы 0 
С | 9 
а, 


Е 
于 是 有 
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1 1 0 
т(в, + taae) T= 3 
0 А 
所 以 
2, 
ù 0 
вы 40B) = Т" 3, T 
а, 0 1 l 
1 

这 就 证 明了 АК) 是 一 个 对 称 的 正定 矩阵 , = 


上 述 引 理 说 明 , 我 们 所 提出 的 递 推算 法 (4.16) 是 有 意义 的 . 进 
一 步 可 以 证 明 下 述 定理 : 
定理 4.3 ”如 果 在 动态 系统 
уыз НҮ, Uro 65), А] + ex 
中 ,输出 уд 是 一 维 的 , 即 ИУ а» Uro ӨСА), k] 是 数值 函数 ， 则 
有 
АО) ова ИК» ӨС — 1)] 


2 1 


一 一 一 一 一 -一 vsu-of[Ik 666 = 101 (4.17) 
Уса АСК — DIP 


即 矩阵 
a= [e aeo] 
ад 
具有 非 零 特征 什 
1 


(ува „ва — DI 
其 所 对 应 的 特征 向 量 是 Моа (А5 6% — 1)1, 
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证 明 为 记号 简便 计 , 令 


alk) у 
ува ба — D] = | #40 
705) 
于 是 
œ(k) 
Ва = | #00 аа) lk) e an(D) 
anlk) 
显然 ，rank B4 一 1, 而 且 
det(41 — Ва) 


1-аҚ%) -а«(ЮабО0 (К) (К) 
一 | 一 ai(k)aa(k) aak) +t malkam Ck) 


(Юа, (К) (ЮК) ++: — (АУ 
– (1 – «аумен 


ЖАЗ, 唯一 的 非 零 特征 值 是 “一 > а (К) 而 且 


DA) 一 2 一 4 
要 证 明 的 是 
a(k) alk) 
(в, + 1. ово) aW - 1 о 
anlk) anlk) 
为 此 只 需 证 
a(k) a(k) 


(в. 1 зо) | ol 


anlk) anlk) 
不 难看 出 


411“ 





alk) јак) 
в, | #40 | E | (cb (8-5 9.00) 
а(Ө/ \amlk) 


a(k) a(k) 
5 alk) a D (А) a(k) (4.18) 
| = : 
аљ(К) cm(A) 
所 以 只 需 证 
a(k) 0 
ов) |00 |=|? (4.19) 
ant) No 
但 我 们 有 
Ф(В) = B; — al 
并 注意 到 (4.18) 式 ,立即 可 得 出 (4.19) 式 。 [| 


544 多 输出 系统 的 分 解 


这 里 ,我 们 将 说 明 ， 从 预报 模型 的 参数 辨识 观点 来 考虑 问题 ， 
在 一 定 条 件 下 ， 可 以 把 多 输出 系统 分 解 成 为 在 一 定 意义 下 与 之 等 
效 的 一 些 广义 单 输出 系统 。 因为 从 前 面 的 一 系列 讨论 可 以 看 出 ， 
我 们 所 提出 的 参数 估 值 算法 ,在 多 输出 系统 的 情形 , 比 单 输出 系统 
的 情形 要 复杂 得 多 。 所 以 ,这 一 节 所 得 的 结论 是 很 有 意义 的 。 
定义 ”我们 说 多 输出 系统 5 的 模型 : 
I = КУ Urs O), А + WCK) 
БЕ ЕХ, ВИ ЕНИ жі, WR IYr 
Uu 060), КІ 具有 形式 
Мо Ua, 6(D， 委 
Пуљо Us, OCs k) |50: 0400), 61 


Ба, 0,0,4), k] 
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其 中 ”是 输出 y 的 维 数 ， 而 且 每 个 OU ОНИ 
O) 的 维 数 ， 
例如 : 线性 系统 的 状态 空间 表示 形式 
x(k + 1) = А(Юх ОЕ BDU) + УСО (4.20) 
其 中 x(k) 是 # 维 状态 向 量 ，u(《) 是 mm 维 控制 向 量 , v(《) Жа 
维 随机 噪声 ,而 


anlk) а) 5% a(k) 
ПЕ СОТО) 
amk) anlk) 55 anlk) 
balk) balk) ->> bun(k) 
вю м0 55 2.0 
Dalk) Dalk) ГЕ 


只 要 置 
OK) = (вл(к), ағ(0,555, ain(k), (0,55: Вн СК) 
ФСК)" = [x(k)" u(k)"] 
УК) 一 xi 人 十 1) i=1,2, суп 
则 (4.20) 式 就 可 以 写成 

УК) = ФОКА) Hvi) 11,2 еп (421) 
这 就 是 说 ,系统 的 模型 (4.20) 具 有 可 分 离 参数 的 形式 。 

同样 可 以 说 明 多 输出 线性 系统 的 CAR 模型 

IK) + ADY 1) +: + 4,0у(5-р) 

一 Bo(k)a(k) + +++ + ВК) — 4) + elk) (4.22) 
也 具有 可 分 离 参 数 的 形式 。 

ЖХ 设 5 和 S, 是 两 个 动态 系统 ,如 果 在 过 去 的 输入 完全 
相同 的 条 件 下 ， 现 在 的 同一 个 输入 在 两 个 系统 中 对 应 着 相同 的 输 
出 ,我 们 就 说 这 两 个 系统 是 输入 -输出 等 效 的 ,或 简称 等 效 的 . 

设 51, 5:27, 5, Жә 个 单 输出 系统 ， 如 果 一 个 =” 输出 系统 
S 的 输出 、 输 入 和 噪声 分 别 由 SS ，…，S。 的 输出 、 输 入 和 噪声 
所 形成 的 向 量 而 构成 ， 则 说 系统 5 是 由 За, 52, +, 5. 并联 而 成 
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的 , 记 作 
3 一 499XSXSXxX… X Sa 
设 多 输出 系统 的 模型 是 
IK) = FLY r- Uks OCK), K] 十 了 CA 
其 中 
I == ADs 00,505 2400) 
WR) = (ок), ок), +: СК) 
МУ» Ое), k] 
кү, Uas OU), k] = | Ма ИО 


Hl Yr- U, O°Ck),k] 
则 如 下 形式 的 系统 称 为 广义 单 输出 系统 
R) 一 [YA Ura, Ө'(К), 1 + vi(k) i=1,2, e,n 
Өк) 的 维 数 不 超过 OA) 的 维 数 。 
定义 ”如 果 一 个 二 输出 系统 能 够 与 > 个 广义 单 输出 系统 的 并 
联系 统 等 效 ,就 说 这 个 系统 是 输出 可 分 离 的 。 
显然 ， 每 个 参数 可 分 离 系 统 必然 是 输出 可 分 离 的 。 所 以 为 了 
寻求 输出 可 分 离 的 条 件 ,只 要 得 到 参数 可 分 离 的 条 件 就 够 了 ， 
定理 44 设 多 输出 系统 的 模型 是 
ICK) = HLY ris Urs OCR), k] + v(R) 
并 且 相 对 于 参量 的 估 值 6(4)。 具 有 一 致 小 于  WERRÆ. 其 
中 
УСК)" == (yk), VR), 55 yolk)) 
VCR) = Со (А), ок), vk) оо) 
МҮ, 1, Urs OCR), kI 


Пао Ur, 60), tI = | HEY Us00 hh] 


fal Yrs Urs OCK), 41 
如 果 有 常数 c> 0, AH EA 
Юре as іс1,2,-55,% 
对 一 切 ky 一切 yK) 和 uk), —H Pe Re(m 是 OC) 的 维 
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Ен 
ЊЕ 0,,0,011<с аз і-1,2,--, 
考虑 如 下 的 = 个 广义 单 输出 系统 . 

ЖО = Уа Urs OCK), KI HR) 4-1,2,--, 
设 C) 的 估 值 Өк) 是 由 $ 4.2 节 的 估 值 公式 (4.12) 所 确定 
的 ,并 对 5 > 0 一 致 地 有 

im Уба. ФОО ува А, В) о 

Ант ува А Fk — DI 

Ж 600 满足 

МА, ÕI = МА, Ô Ck — 1)] 
+ Уна ок, F 1194) 
бою = Во) — Êk – 1) 

пуж а> 0 和 NM > 0， 使 得 与 之 相应 的 估 值 序列 { 侠 (4)}, 当 

К>М ма 
[yi(R) — а Urs 600), KII < 7 a.s 


n 








证 明 由 于 对 每 个 系统 
500) = Ма, FC), kI + 2,00 
定理 4.1 Нан. MARE MAAE AE 


1 — МУ, Urs OCK), КИ < 7 а.з а 


显然 ,系统 的 模型 
260] HEY: 9,, Ok), k] о. (к) 
a | [HY Up EU, KI | 4 | a 


у.(Ю/ Ма Urs KKI) es 人 
是 参数 可 分 离 的 ,从 而 是 输出 可 分 离 的 。 上 述 定理 说 明 , 在 保证 后 
验 残 差 充 分 一 致 小 的 前 提 下 ,只 要 相应 的 条 件 满足 ,就 可 以 找到 一 
个 与 原 系统 “等 效 ”( 即 有 同样 一 致 小 的 后 验 残 差 ) 的 输出 可 分 离 
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系统 。 


545 参数 估计 算法 的 改进 


在 这 一 节 里 ， 我 们 以 线性 情形 为 例 来 说 明 前 面 所 述 参 数 估计 
算法 的 缺 欠 及 改进 的 一 种 途径 。 考 虑 系统 
аз PAVO) + er 
ж ажалын 6(k)， 我 们 有 如 下 的 估 值 算法 


бод) = дов D+ “а-і 
(6) = (4 — 1) TOF Py — PRVOK 一 1)} 
(4.23) 


当 取 8 一 1 时 ,由 上 述 算法 所 得 到 的 估 值 600) 满足 

= pÂ) (4.24) 
但 是 不 难看 出 ,对 于 初 值 ÔO) 的 不 同 取 法 ， 虽 然 观测 数据 相同 ， 
但 所 得 到 的 估 值 序列 (ÔO) 通常 是 不 同 的 。 然而 它们 都 将 使 
(4.24) 式 成 立 ， 这 说 明 ,算法 (4.23) 是 受 它 的 初 值 影响 的 ， 从 建 模 
的 角度 来 看 ,这 当然 是 一 种 缺 欠 ， 但 是 由 于 所 得 的 估 值 6(*) 总 能 
使 (4.24) 式 成 立 ,所 以 这 种 缺 欠 对 预报 问题 来 说 , 不 会 发 生 本 质 的 
影响 。 即 使 如 此 ， 我 们 仍 希望 能 够 克服 这 一 缺 欠 ， 从 而 引入 如 下 
指标 函数 





Ј= 2) 1660 — 666 – DI (4.25) 
знн 由 于 


601) ~ 6 a Фа )'6(0)) ~ FI6 
(1) (0) + -, гаш -Фа Ху — Ф(1)"0(0)) [8(0)] 


дс) = ва) + жоғ Фол» — Ф02)"0(1)} 


一 FI6 2){t — 271000) 
[0(0)] + er ТЕЗЕ %02(у; — Ф(2)"Е,10(0)1} 


= Е1000)] 


... 
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= д — bw му 1 
бо) = бу — 1) + вте ун — Ф(М) » 


= в, 10001----4-- ОВЕ ФОМ) (уз — ФАП Ру 1166001) 
= Е,10(0)] 
其 中 FO, PO РЫС) ВЕРНИ, MISTI, ЈЕ 
观测 数据 已 给 定 的 情况 下 ,指标 函数 J 仅仅 依赖 于 ÔO), ВП 
J= 1800)1 
于 是 我 们 引入 如 下 最 佳 初 值 的 概念 ,如 果 6%0) 满足 
; JI6x*(0)] = inJ1ÊCo)] 


我 们 就 说 Ô*(0) 是 最 佳 初 值 ， 

寻求 最 佳 初 值 的 一 个 可 行 的 方法 是 最 优化 技术 中 的 搜索 法 
每 进行 一 次 搜索 ,都 要 从 头 至 尾 地 计算 一 次 估 值 序列 100), 所 
以 这 种 方法 只 能 沿线 地 进行 . 

另 一 方面 ,由 于 我 们 有 


6(к) — Bk—1 "ед 
(0) – 005—1) = part- ФАУӨа--аі)) 
所 以 指标 函数 了 又 可 表示 为 
N 
Ty AÊ- 1): 
2 др (у; = AÂ — 1)] 
特别 地 , 如 果 参 数 O = Ө 不 是 时 变 的 ， 则 我 们 可 以 近似 地 有 
– Фа): = је 
/Dr »-ФаУӨІ = 1(0) 


由 此 可 见 , 选 取 6(0) 使 ] 达到 最 小 ,实质 上 是 寻求 6 的 最 小 二 

乘 估 值 。 这 种 方法 当然 可 以 在 线 地 进行 。 如 果 ck 是 零 均 值 的 白 

噪声 .我 们 可 以 用 下 述 递 推算 法 来 代 蔡 关于 最 佳 估 值 的 选取 
би) = д — 1) + MA — ФС) ӨСЕ — 1)} 


naje РОК ФС) ___ 
++ ФООФ Қ — 0Ф(0 





“17% 





P(D == È (1 — MOEI – 1) 


其 中 是 遗忘 因子 . 

其 实 我 们 用 上 述 这 一 组 递 推算 法 所 得 到 的 是 系统 参数 60) 
的 一 系列 估 值 。 根 据 最 小 二 乘法 的 基本 性 质 知 , 这 组 估 信 (000) 
所 揭示 的 是 ӨС) 的 大 范围 变化 的 平均 趋势 。 特别 这 组 算法 所 
得 到 的 估 值 ,在 时 刻 足够 大 时 ,与 初 值 的 选择 无 关 ， 它 的 缺 欠 是 所 
得 到 的 估 值 (ÔA) 不 能 反映 出 OR 的 瞬时 变化 特征 。 然而 
这 正 是 算法 

HO = ва 0 + TF 090-жауба-о) 


所 能 够 做 到 的 。 这 就 启发 我 们 把 这 两 组 算法 联合 起 来 ， 从 而 得 出 
如 下 一 组 新 算法 


бою = 6, :6, 4.26 
(一 0 + тор t ФСК)" BCR) (4.26) 
био = 606—1) + м) {уь ФО) ВКК — 1)] (4.27) 
МОЮ) == PK—D$K) - (4.28) 


А + PPR — 14) 
PW =A 1 MOPAR — 1) (429) 


1 是 遗忘 因子 

由 于 有 了 算法 (4.27)~(4.29)， 所 以 这 组 算法 已 不 受 初 值 先 
取 的 影响 了 ， 并 且 反映 了 参数 的 大 范围 变化 趋势 。 由 于 有 算 法 
(4.26), 所 以 这 组 算法 也 反映 了 600) 的 瞬时 变化 特征 。 特 别 地 ， 
我 们 仍 有 

«(,60)-%-ФОУФА)-0 
这 只 需 注意 到 
»ж-Ф(уӨ) 


фав — 4 
ФОА) — ФУ part- PRVOKY 
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= y ФОБ)" ВА) — у, — ANË = 0 
所 以 这 仍然 是 一 组 适用 于 预报 问题 的 参数 辨识 算法 
对 于 非 线性 情形 ,就 没有 类 似 于 (4.26)~(4.29) 的 递 推 公式 
然而 前 面 所 提出 的 离线 方法 仍然 是 适用 的 。 




















546 参数 估计 算法 的 分 析 


在 前 面 一 节 ， 我 们 已 引出 了 指标 函数 
N A А 
је = У) 1006) — 66 – 1) (4.30) 
ӛзі 


其 中 入 是 观测 数据 的 组 数 。 借 助 于 这 个 指标 函数 ， 我 们 引出 了 参 
数 估 值 算法 的 最 佳 初 值 概念 。 以 下 我 们 将 看 到 ， 这 个 指标 函数 还 
有 着 另外 的 重要 意义 。 

这 里 仅 考虑 对 于 系统 

ук = ФОАУФАУ + elk) 

的 参数 估计 问题 ,可 以 证 明 : 

引 理 4.5 在 у, ФОО 和 ÔQ 一 1) 给 定 的 条 件 下 ， 由 下 
述 算法 确定 的 6(h) 


дар = да — 1) + фу — Форда —1)) 


ФОР 
(4.31) 
满足 约束 条 件 
у = Фу би) 
并 使 指标 函数 
J= 1604) — 8k -DI 
达到 最 小 值 . 


证 明 НЕННЕ ЗЕ, 
J =O — д — DFP+ A — AÂ) 
于 是 有 ， 
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ðJ* 
әб 








COCR) — Ө(А — 1)) — 1%(6) 一 0 (432) 


9 BO = • (4.33) 


由 (4.32) 式 得 
да) = ôk 一 D + 2 Фо (4.34) 


同时 有 
офа) 一 6( — 1)) 一 人 的 (全 
注意 到 
фаубау)-ж 
所 以 有 
Ааа ы-і 
2 ROF 
由 (4.34) 式 立即 得 出 
бир = ёк 10) + 一 二 一 TOF Py — ÊC — 1) 
这 就 证 明了 我 们 的 引 理 。 и 
推论 4.6 ”在 观测 数据 及 初 值 000) ӘБ УЕМЖЕТ, Ж 
推算 法 (4.31) 所 确定 的 估 值 序列 6(1), 002), ---, 6(N) 必 满 足 
约束 条 件 


ж-Фауда-а» 


=Ê) 5-1,2,--,М 


HERAA 
N A А 
Ји У 104) — 06 — DP 
кеі 
达到 最 小 。 
由 递 推算 法 
êw = ва – Фа – 
(0) = 6804-1) + TUF ФСК) (уь — PANO Би 
立即 得 出 


“120， 





tô — ск DP = у = ФД) — 1) 


= ( 
l (ІІ? 
所 以 指标 函数 (4.30) 又 可 以 写成 


Ји (ъ= pÂ — 1)у 


< 1 
-È АТЫР 
于 是 我 们 得 到 了 如 下 的 定理 

定理 4.7 由 递 推算 法 (4.31) 所 确定 的 估 值 序列 , 在 观测 数据 
与 初始 估 值 000) 给 定 的 条 件 下 , 必 满 足 约束 条 件 

ж-ФАУФАа) %-1,2,--,М 
并 使 指标 函数 
N 


н У ggr TAW a- 0 
达到 最 小 . 
在 这 个 定理 的 启示 下 ,我 们 可 以 引入 关于 系统 
м-ФИУӨАУ + elk) 
的 时 变 参 数 0 的 估计 准则 如 下 : 使 


бе У) и) – ФО 1) у 
к= 


达到 最 小 。 其 中 W() 是 正 的 加 权 因 子 。 不 妨 称 及 为 加 权 残 
差 平方 和 准则 ， 显 然 ， 它 可 以 看 成 是 加 权 最 小 二 乘 准则 向 时 变 参 
数 情 形 的 推广 ,而 我 们 所 强调 的 递 推算 法 (4.31) 在 约束 条 件 
n= Фабио %-1,2,--,М 
下 ,恰好 满足 准则 | 
ју = min 
ње ни = 1 
ЈАВА Ри) о“ 
上 述 的 分 析 说 明 , 递 推算 法 (4.31) 是 可 能 具 与 较 好 的 性 质 的 . 
下 面 我 们 转向 讨论 随机 动态 系统 的 参量 随机 化 问题 。 这 是 多 
层 建 模 方法 的 基础 
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定理 4.8 ”对 于 含有 未 知 随机 部 分 的 系统 
= ФОО + #00) (4.35) 
其 中 Фа) 是 由 某 些 输入 和 输出 构成 的 向 量 14) 是 时 变 参 数 ， 
olk) 是 未 知 随机 部 分 . 则 必 存 在 随机 时 变 参数 0(《), ERRA. 
ya = PRVOK) 
与 系统 (4.35) 是 输入 -输出 等 效 的 。 





证 明 REN 
«ю- nO + у PO 
就 行 了 。 事 实 上 我 们 有 
ге 25 2. Р 
PVO) Ф000 + BO пору IW 
= Фирт) + 20) и 


在 进行 多 层 建 模 时 ,如果 第 一 层 模型 结构 不 清楚 ,根据 这 个 定 
理 可 以 把 模型 取 成 下 述 形式 
= Ф00'600) 
其 中 由 (4) 是 某 些 适当 的 输入 和 输出 构成 的 向 量 ，6(k) 是 随机 
时 变 参 数 ， 
根据 上 述 定理 ,我 们 总 可 以 用 具有 随机 参数 000) 的 系统 
у, = ФООӨОО 
在 等 效 的 意义 下 来 代替 具有 附加 噪声 v) 的 系统 
= ФИТА) + (к) 
我 们 把 这 种 代替 手续 称 为 “关于 附加 噪声 的 参数 随机 化 补偿 ”。 
可 以 证 明 , 在 适当 的 条 件 下 ,具有 附加 噪声 的 非 线 性 系统 
= ÍLY r-i Urs 9С), К + (К) 
也 可 以 在 等 效 的 意义 下 ,用 具有 随机 时 变 参数 000 的 系统 
= ÍLY Uk, 064), К] 
来 代替 .事实 上 ,我 们 有 下 述 定理 : 
定理 4.9 对 于 含有 非 明 确 随 机 部 分 的 系统 
ук = ÍLY ris О, NCR), kI + (к) (4.36) 
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如 果 它 满足 下 述 条 件 : 有 常数 с 0， 使 得 对 一 切 皆 有 
0001 < as 
ADR 一切 000) 和 ulk), 一 切 ве Re ЊЕ 
ІНҮ,_,, 0,150,411 < e a.s 
КОНТЕНТ 
А 8 
ID= IRD H пече те та 
х Раў, А — 0) 
а Уд а Я 0), (аз?) 
其 中 5 是 适当 的 常数 ,而 


ући HK— 1] = а Пуљо Оа, В, Каса 


如 果 对 8 > 0 一 致 地 有 
а] <«: Vk a.s 
以 及 
ИСА, Ио lk, — 1] 
и A 
УК a.s (4.38) 
其 中 л, m ERR "(ОЮ 由 下 式 决 定 


Ик, AA)I = А, Ak — 1] 十 У дао 900 
ACR) = 900) — #4 — 1) 
НА, 1) Ер КҮ, Ме 7, k] 
则 必 存 在 时 变 参 数 序列 (000), ЕЖ 
у ИУ, Uris OCR), К] (4.39) 
与 系统 (4.36) 等 价 。 
证 明 МОНА, ОЈ = FLY ris Ок, ACR) RITE (К — 1) 
处 应 用 微分 中 入 公式 , 则 对 每 个 样本 点 o, 有 


НК, AAI = КА, 906 — 1)] + Уа А nCR) 1794) 
但 是 
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A) = AR) — А — 1) = 906—1) 
CR 
+ Tt MR Абан ае 
~ (аб) — НА, С — 1) — 46 1) 
所 以 对 每 个 样本 点 o， 有 > 
пы = ПА, — 1)] 
十 8 Уа 900197 дао! А, Ak — 1)] 
Ужа ТА — DI 


х (у — КАДА — 1)1} 





于 是 





у, — НК, ЖЫП 
z (1 22. Ува оК ӨТУ ай, ЯСЕ — 1)] ) 
Ува да — DII 
0000) — НА — 1)1} 
由 于 有 条 件 (4.39) 式 ,所 以 必 有 8 > 0, А РЕЈ e> 
0, 有 
о 1 — 8. Tiati, по ТУ ка И] 2-6 
Уза 0С = DI 2с 
УА a.s 








所 以 对 这 样 的 6 我 们 有 
Ју, — ПА, ОЈЛ <в Yk as 
取 е, | (ап > о) 于 是 必 有 ôs 1—0 А ЕЕ 

у= Ио Urs, ИО, К < 8, a.s 
中 m,(%) 是 由 算法 (4.38) 取 5 = 5。 时 所 得 到 的 参数 估 值 序 
列 。 由 于 (00) 以 概率 1 一 致 有 界 , 从 而 可 选 出 它 的 一 个 子 序 
90. жа (ҚО) 它 满足 
` шой, (k) = 6(4) a.s 
对 于 这 栏 的 6(4) ， 显 然 有 

у = НҮ, Ur, OCA), А] аз = 


4124: | ~ 











zi 


























542 ПОЕНИ УНА 


以 上 我 们 所 提出 的 参数 跟踪 ( 估 值 ) 算 法 ， 对 于 时 变 参数 预报 
模型 而 言 , 仅 是 参数 辨识 的 一 个 重要 组 成 部 分 。 它 只 解决 了 依据 
已 有 的 资料 ,对 系统 的 “过 去 ”和 “现在 ”的 参数 值 进 行 估计 的 问题 . 
预报 模型 参数 辨识 ,特别 是 对 时 变 参 数 的 辨识 ,要 求 我 们 掌握 参数 
的 “全 部 ” 值 ， 所 以 我 们 认为 ,参数 辨识 手续 应 由 两 部 分 组 成 ， 即 : 
1) 依据 观测 数据 对 参数 的 值 进行 跟踪 估计 ; 2) 对 参数 的 将 来 值 
进行 预测 。 

以 下 分 两 种 情形 进行 讨论 : 





1. 非 时 变 参数 的 情形 


我 们 可 以 把 非 时 变 参数 看 成 时 变 参数 的 特例 。 但 是 非 时 变 参 
数 ,并 不 存在 预测 问题 ,所 以 应 该 把 它 与 时 变 参 数 区 别 开 来 .。 
设 (1), 6(2),…, ÔN) 是 依据 组 观测 数据 所 得 出 的 关 
于 参量 的 跟踪 估 值 。 
如 果 系 统 是 无 噪声 的 ,并 且 观 测 数据 也 是 准确 的 , 则 只 有 当 
ва) = 602) = --- = ÊN) 
时 ,系统 的 参量 才 是 非 时 变 的 。 此 时 这 些 估 值 的 共同 值 ,就 是 参量 
的 最 佳 估 值 ， 
如 果 系 统 中 存在 有 噪声 ,关于 参数 的 非 时 变性 检验 ,可 以 用 统 
计 假 设 检 验方 法 来 完成 。 这 里 ， 我 们 仅 能 考虑 系统 噪声 为 零 均 信 
的 正 态 白 噪 声 的 情形 ， 
” 作 统 计 假设 Но 系统 的 参数 是 非 时 变 的 。 
”在 这 一 假设 下 ,当下 足够 大 时 ，6(k 一 1) 可 以 作为 非 时 变 参 
量 的 较 好 估 值 。 从 而 残 差 
elk, 664 — 1)) = x(k) 一 TY Ui, ӨСЕ — 1), k] 
可 以 看 成 是 噪声 o) WA. (604,006 一 1))} 可 以 看 成 是 从 
已 知 正 态 母体 中 的 抽样 值 。 
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以 及 

elk, Ô) = 500) — Па Ба Ô, K] 
在 参数 为 非 时 变 的 假设 下 ，te(A, 6)} 5 (elk, 66 — 1)} 应 来 
自 同一 正 态 母 体 ， 于 是 我 们 可 以 采用 熟知 的 统计 假设 检验 方法 ， 
例如 如 -检验 法 进行 检验 。 如 果 接受 假设 Ho 则 Ô 就 是 参数 的 
最 佳 估 值 。 





2. 时 变 参 数 的 情形 


”如 果 经 过 检验 已 认定 参数 是 时 变 的 ， 为 进行 关于 参数 的 完全 
辨识 ,我 们 必须 依据 估 值 序列 
ба),6о),---,6(м) 
米 建立 时 变 参数 60) 的 预报 估 值 算法 ,并 依据 这 一 算法 寻求 它 
的 一 系列 预报 估 值 ， 这 是 较 复杂 的 问题 。 对 此 我 们 可 以 采用 下 面 
一 章 中 所 提出 的 多 层 时 间 序列 分 析 和 多 层 递 阶 预报 方法 。 


548 ”典型 形式 yk 二 p(k) "Af(R) +С) 


从 本 节 开 始 ， 我们 将 在 较 一 般 的 意义 下 讨论 动态 系统 时 变 参 
数 的 辨识 问题 ，。 关 于 这 个 问题 的 重要 意义 是 众所周知 的 。 目 前 在 
这 个 方向 上 的 研究 成 果 ， 应 该 说 还 不 很 多 。 至 今 可 以 认为 已 经 得 
出 了 可 用 的 关于 时 变 参 数 的 辨识 方法 ， 大 致 包括 两 种 ， 一 种 是 对 
于 参数 慢 时 变 的 情形 ， 可 以 采用 具有 遗忘 因子 的 递 推算 法 或 调整 
增益 的 算法 来 估计 时 变 参数 ; 另 一 种 情形 是 要 求 已 知 参数 变化 所 
满足 的 某 种 模型 。 

然而 ,实际 工程 中 所 提出 的 时 变 参数 系统 的 辨识 问题 ,往往 并 
不 能 事先 知道 时 变 参 数 所 满足 的 模型 ， 有 时 也 无 法 知道 它 到 底 是 
否 为 慢 时 变 的 。 实际 问题 往往 要 求 我 们 仅 依据 一 系列 量 测 数据 ， 
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来 估计 时 变 参 数 的 未 知 舍 。 但 由 于 参数 的 时 变 特性 ， 不 同 的 时 刻 
所 得 到 的 量 测 值 只 能 为 相应 时 刻 的 参数 值 的 估计 提供 信息 。 即 时 
变 参 数 的 每 个 瞬时 时 刻 的 估 值 , 仅 能 依据 对 应 时 刻 的 量 测 数据 .这 
当然 不 能 满足 关于 非 时 变 参 数 辨识 时 ,对 量 测 数据 的 “充分 丰富 ” 
的 要 求 ， 这 是 用 某 些 已 有 的 方法 来 估计 时 变 参数 的 值 时 所 遇 到 的 
本 质 性 的 困难 。 所 以 在 某 种 特殊 的 场合 ， 例 如 象 我 们 在 本 章 前 几 
节 所 做 的 那样 不 得 不 采取 一 种 “权宜 ”的 算法 。 很 明显 ， 这 种 “ 权 
宜 ” 的 算法 , 仅 能 满足 某 种 特殊 性 问题 的 要 求 ， 而 不 具有 一 般 的 适 
用 性 。 无 论 对 理论 的 要 求 ,还 是 就 实际 应 用 的 目的 而 论 ,寻求 关于 
动态 系统 时 变 参 数 的 适用 于 较 一 般 情 形 的 估 值 算法 ， 当 然 是 有 着 
重要 意义 的 . 
ыма E 
= ФК) ОСА) + er (4.40) 

ње у 是 一 жәні ФСК) 是 由 输入 ,输出 数据 构成 的 可 量 济 
的 向 量 ，6(A) 是 时 变 参数 ，<* 是 随机 噪声 我 们 的 目的 是 寻求 
一 种 具有 一 般 性 的 关于 000 的 估 值 的 途径 ， 为 此 ， 在 以 下 引入 
сі 种 具有 非 时 变 参数 的 特殊 形式 的 模型 

у = ФОЮЛАҚА) + “(0 (А) 
并 将 其 称 为 典型 形式 (А). 
其 中 у, 是 一 维 的 输出 ， olk) 是 由 输入 和 输出 的 某 些 数据 构成 
的 可 量 测 的 向 量 ， 不 妨 设 其 维 数 为 т. w) 是 随机 噪声 、4 是 
mX n ЕВЕ 


aali = 1,2 ет, j=1,2, еп) 是 未 知 参数 ，f(X) 是 由 
已 知 的 函数 列 (СК) 中 的 元 素 依 序 构成 的 = 维 向 量 
FCR) = LACR) ВИ) ОГ 
为 方便 计 ,不 妨 设 
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Plk) = Л ОРЕЛ ЕЕ 01" 
和 是 典 型 形式 (A) 能 够 改写 成 


у = У) Ха, ПОЋИ) + (0) (4.41) 


如 果 置 
ФСК) = [а RPCR), ХОР), а С), 
СОК), ха RFCR), Eml Rak) „с ++» 
ха.) 
п= | Gu9° ал Ву," "у 697779 
Әт» Аатаэ77» Gmn] 
则 (4.41) 式 可 以 写成 
у = ФК) + wh) (4.42) 
其 中 n 为 定常 的 未 知 参 数 向 量 。 于 是 依据 噪声 wk) 的 不 同 的 
统计 特性 ,可 以 采取 不 同 的 方法 对 参数 n 进行 (ӨНЕ) 估计 。 例 
如 , 当 w(%) 为 白 噪 声 的 情形 , n 可 以 用 通常 的 最 小 二 乘法 进行 估 
计 , 它 的 递 推 形式 是 
NR) = Ak — 1) + МС) — ФСК) НК, — 1)} 


P(A— DAG) 
ЗА ФАУРА — 1400 S 


P) = È L — MSRP — 1) 


M(k) = 





其 中 000) 表示 7 的 第 《次 估 值 ,而 e 是 遗忘 因子 。 当然 也 可 以 
采用 如 下 的 随机 递 推 梯度 算法 


900 = 90—10) + 2 Ф000, GOH — 1)} 
大 


K 
n=1 > СО (4.44) 


当 ак) 是 相关 噪声 的 情形 ,为 了 估计 5, 根据 不 同 的 情况 ， 
可 以 采用 广义 递 推 最 小 二 乘法 、 推 广 递 推 最 小 二 乘法 、 递 推 极 大 似 
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ЖЕ НЕН RESE, 
549 ”时 变 参数 的 辨识 与 典型 形式 


这 里 我 们 的 理论 依据 是 下 述 的 著名 的 维尔 斯 特 拉 斯 ( Weiers- 
trass) 定理 : 

定理 4.10( 维 尔 斯 特 拉 斯 定理 ) KE la, 21 上 的 任 一 连续 
函数 0 尼 可 由 多 项 式 一 臻 地 逼近 ， 换 句 话说 ,对 于 任何 > 0， 
必 有 多 项 式 

PC) = bo + bit +b + + Ба" 
使 对 1€ [2,9] 一 致 地 有 
Се) — РО) < в 
前 已 指出 ,这 里 仅 考虑 具有 时 变 参数 的 动态 系统 
Ук = ФАУ ВА) + er 

的 参数 辨识 问题 。 如 果 对 06 一 1) 与 000) 之 间 进 行 线性 内 插 
(БОЈУ На BERA (k— 1,66 — 1)) 和 (4, ӨСА)), BIE 
得 出 一 个 连续 函数 ,所 以 不 妨 设 , 当 & 连 续 变 化 时 , O) 是 的 一 
个 连续 函数 

此 外 ,为 了 处 理 方便 起 见 ， 还 要 对 自 变量 进行 适当 的 变换 . 
例如 


"ет Уа 
等 等 可 以 把 {0, 1, 2,…} 变 到 区 间 [0, 1] 之 中 。 而 
= zt = З 869 
ik + =] + Пе 


等 等 。 可 以 把 {0, 1, 2,…} 变 到 区 间 [1, 2] 之 中 , 等 等 。 无 论 哪 种 
情形 ,我 们 都 要 求 

= g(k) 
是 一 个 可 逆 的 连续 变换 。g“*(. ) 是 它 的 逆 变 换 ,我 们 引入 这 种 变 
换 的 目的 是 要 把 较 大 的 《 值 变换 到 一 个 较 小 的 区 间 中 去 。 从 而 为 
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处 理 连续 函数 的 多 项 式 逼近 问题 带 来 方 使。 
在 变换 = (0) 之 下 ,我 们 有 
OCK) = ӨГ27'(2())1 = Ө*12(к)1 = 0") 
这 里 OL- ] = 0170: )1. 显然 да) 仍 是 a 的 一 个 连续 
函数 。 以 下 为 了 叙述 方便 ， 置 





Ok) 


Өк) 
ЮРА O) 一 07) 都 是 n 的 连续 函数 ， 设 n 的 取 值 区 
间 是 1。 则 由 维尔 斯 特 拉 斯 定理 对 于 任何 的 e > 0, 24 т/-% 
项 式 





Р) bio + binte + bith Hore + biati’ 
使 得 对 于 所 考虑 的 АСЕР ,61)-ЖйЯ 
$ в 
10504) -РОДІ < ЛА 
此 处 M 为 常数 , 它 满足 lell < М. 
注 在 应 用 维尔 斯 特 拉 斯 定理 时 ,我 们 训 且 假定 n EERE 
化 的 。 
如 果 取 ACR) 一 1, С) у 1С) = 7", РО 
КК) = [ls а, ће, ROT 


, 


以 及 
bua bia bratt bn 
А- bao ban баат оваа 
| bmo ban виа Вина 
则 我 们 可 以 得 出 模型 


уь = ФОА) + 20) 
此 处 wk) = er + (К) „(КУЈЕ ФОО АҒА) 代替 PRNO) 
所 产生 的 误差 。 ХРАНИ (А). KARN БД 


• 130 • 





yi = ФОО) + er 
的 关系 如 下 


в 
164) 一 АКОІ < F 


(К) — erl = ІФООӨ(У- elk AEO 
= |Ф(к)"(ӨСА) — АҚЮЛІ 
<(ФСОПӨ(О- AECK) < в 
综合 上 述 ,我 们 已 经 证 明了 下 述 的 定理 : 
定理 4.11 对 于 具有 时 变 参 数 的 模型 
у, = Ф(К)'Ө(К) + er 
假定 有 м>о, 18 |ә(О) 一 M。 则 对 于 任何 的 > 0 必 有 具 
有 典型 形式 (A) 的 模型 
у, = ФИД АЕК) + wk) 
使 得 


с? <£ 
IOC) 一 АҒА)! << 


以 及 
19090) — Фор ЕСД) | = |2(%) — е(00] < e 
从 上 述 的 定理 可 以 看 出 在 近似 的 意义 下 ,关于 模型 
у = PRVOK) + (А) (4.45) 
的 时 变 参数 ӨСА) 的 辨识 问题 ,可 以 转化 为 具有 典型 形式 (A) 的 
模型 
y= PR А) + er (4.46) 
的 非 时 变 参 数 和 矩阵 4 的 辨识 问题 。 而 且 可 使 上 述 具有 典型 形式 
(А) 的 模型 (4.46) 按 任意 要 求 的 精度 逼近 原来 的 模型 (4.45). 
由 于 在 模型 (4.46) 中 我 们 已 把 随机 噪声 换 成 了 с», ПКЕ 
w()， 所 以 它 是 模型 (4.45) 的 一 种 近似 ， 
$ 一 般 的 ФК) 是 由 某 些 输 入 和 输出 构成 的 m 维 的 向 量 ， 
所 以 定理 中 的 条 件 , По 二 M ,相当 于 要 求 系统 的 输入 、 输 出 
BAR. 
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5410 典型 形式 的 结构 确定 


当 plk) 的 维 数 m 为 已 知 的 情况 下 ,所 谓 确定 典型 形式 (А) 
уь = ФА) АЕК) + er (4.47) 
的 结构 ,事实 上 就 是 确定 矩阵 4 的 列 数 z, 也 就 是 确定 向 量 fC) 的 
维 数 п, 
显然 , 当 观 测 数 据 
Ois Ф(1)), (у Ф(2)),:5:. Ом» PND) (4.48) 
БАН, Я „у, Е) 也 就 随 之 确定 了 。 所 以 残 差 平方 和 


N $ 
У O, — ФСК) АЕС)" 
k=1 
仅 依赖 于 4 和 п, 我们 把 它 记 为 Ит, A), Вр 
In, A) = DO ФОКА) 
k=1 
以 后 把 与 = 对 应 的 参数 阵 аза A + 
Хп) 一 min (в, An) (4.49) 
由 J(n) 的 定义 不 难得 出 
1(n) > а +1) 
事实 上 ,如 果 置 4。 满足 
Ја) = а, Â) 一 min J(n, 4.) 
设 0 是 m 维 的 零 向 量 , 置 
Ain = {4,|0] 
则 我 们 有 
а +1, Аја) = Ја, 4) 
所 以 
JO) = Jt ld) > са J(e 1, Aa) = Кө + 1) 
册 上 述 分 析 可 见 , 如 果 а ДАРЕК п Д 
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Ј(п) = Ј(п + 1) 
所 以 最 佳 的 а 必 满 足 
J(#—1)> 09) = Ја + 1) 
由 此 可 得 出 一 个 对 а 进行 逐步 搜索 的 方法 ,函数 Га), 可 以 作为 
确定 参数 # 的 一 个 准则 函数 。 应 用 这 一 准则 函数 确定 的 最 佳 的 ” 
На . 
Ја) = min Ја) = шіп шіп а, An) 
以 下 我 们 指出 ,在 一 定 的 条 件 下 ,也 可 以 采用 假设 检验 的 方法 
来 确定 n: 
如 果 假 定 {ex} 是 白 噪 声 序列 。 那么 对 于 ” 的 最 佳 估 值 й, 
ЖЖ 
elk) = у — ФИА) %-1,2,--,М 
应 该 是 白 噪声 的 一 系列 “ 量 测 ” 值 。 其 中 4 表示 4 的 最 佳 估 值 . 所 
以 ,我 们 可 以 借助 于 这 些 值 来 检验 如 下 的 统计 假设 : 
Ho: ек 之 间 是 相互 独立 (或 不 相关 ) 的 。 
如 果 用 PB 表示 с, 的 相关 函数 的 估 值 即 
>; (де — k) 
бъ 一 二 一 一 一 一 一 (4.50) 
>, eli — k} 
那么 检验 前 述 的 统计 假设 , 祖 当 于 检验 
E{p = 0 
因为 A 是 渐 近 正 态 的 (参看 文献 [8 ] 或 [9])。 而 且 02, 的 方差 近 
似 地 有 
2-і 21. 
«(60 JIR 


故 当 置信 度 取 成 5% 时 ,其 置信 区 间 近 似 地 为 


1,45 зна раа == 2_ 
| VN 24 
于 是 得 出 了 检验 # 的 步骤 如 下 : 
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取 定 а, RAMA s(k) ， 进 而 求 出 бө 

如 果 6,6 1o.0, 就 接受 (К) 为 白 噪 声 这 一 假设 ,从 而 接受 
а 为 的 最 佳 估计 值 . 

如 果 0,610 就 拒绝 上 述 假设 ， 此 时 就 需 对 A 的 新 值 进行 
检验 。 

在 ФОО 的 维 数 m 亦 未 知 的 情形 , 当 观 测 数 据 (4,48) 已 给 定 
时 , 残 差 平 方 和 


D (у, — PRAEC)? 


ға 
除 依赖 n, 4 外 ,还 要 依赖 于 m WETER (m,n, 4). > 
Ј(т,п) 一 min Ј(т. п. А) 


此 时 ,我 们 把 满足 下 述 表 达 式 的 т, а (е пп 的 最 佳 估 值 


JCh, â) 一 тіп Ј(т, n) 


PRERE h,a 已 经 是 很 复杂 的 事 了 。 
5411 算法 的 递 推 化 问题 


这 里 我 们 所 给 出 的 是 一 种 在 线 与 离线 交互 使 用 的 方法 。 

设 我 们 已 得 出 了 不 等 式 

Ја —1)> Ј(а) = а + 1) 

这 就 是 说 , 我 们 已 得 到 了 A КИНИНИ Ma 当然 同时 也 
得 到 了 和 hw， 为 明确 起 见 ， 我们 把 在 《4.42) 式 中 的 与 相应 的 
Фа) за Фа). 

在 线 和 离线 的 交互 算法 的 基本 步骤 如 下 : 

1. 以 Ф. 为 初 值 , 应 用 递 推算 法 

Dok) = к + 1) + Malk), — Dalk) Palk — 10) 

a Palk — 1)фа(к) 
Шы TEORA D 


РАСК) 一 二 (1 — мағ 1-1) 





“гіз. 





对 ms 进行 递 推 佑 计 。 其 中 c RASAT, 1, 是 阶 数 适当 的 单 
位 和 矩阵 。 
2.0 а 为 初 值 ,应 用 递 推算 法 
Panl k) = ак — 1) + Мао у, 
= Фан (К) а (К 1)} 


Рак 10009) 
Ман а е 
OT ЛЕТ ot) 





РЙУ- 1 Пан- Ма (фан О РАСЕ — 1) 


а 


对 пао 进行 递 推 估计 。 此 处 па ЖЕЛЕ МИН ЕЕ, 
3. 计算 JCA, (ОУ) 和 Ја + 1 СО). ЖАБ 


+ 


Ја 0) = У) [у — Фау о] 


ф-.-м 


k 


Ја +1, hank) = У) [у — Фан (ӨР 


kN 
КРУЖЕ. 
4. ЕТ. Ж JCA, ако) = 09 + 1, СО), WEHE 
算法 继续 进行 。 
如 果 Ја, Halk) > (2 + 1, а) 
则 用 准则 函数 


Дато = ХІ» - pO 


іші-М 
按 前 面 所 述 的 方法 重新 确定 最 佳 的 丸和 % 以 及 фин. 然后 
重复 上 述 的 说 推算 法 . 
这 种 算法 的 弱点 在 于 要 求 记忆 固定 长 度 N 的 观测 数据 集 ， 
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第 五 章 多 层 递 阶 建 模 与 预报 


本 章 主 要 介绍 多 层 递 阶 预报 方法 。 这 种 方法 的 基本 思想 是 把 
动态 系统 的 状态 预报 问题 分 为 两 部 分 ， 即 对 系统 的 时 变 参 数 的 预 
报 和 在 此 基础 上 对 系统 状态 的 预报 。 由 于 这 种 方法 充分 注意 到 了 
系统 的 时 变 特 性 ,所 以 预报 精度 有 了 较 大 的 提高 


551 时 间 序 列 的 多 层 分 析 方法 


міз 是 一 维 时 间 序列 ， 不 必 假 定 它 是 平稳 的 。 为 解决 这 
一 序列 的 预报 问题 ， 最 基本 的 是 建立 这 个 序列 的 向 前 一 步 的 预报 
模型 
Yr = lk) yri + 00А) ука Ф + аа(К)у а + ер (54) 
Ир, alk), alk), а,(К) ЖЕЉЕ, сл 为 随机 噪声 , > 
是 模型 的 阶 数 。 
置 
PR) = Lyris Указ" "55 Yr-n]" 
OCK) = [а (к), ок), a ал(к)]“ 
则 模型 (5.1) 可 以 写成 
уд = PRVOK) + er (5.2) 
我 们 可 以 用 前 面 所 指出 的 “参数 随机 化 补偿 ”的 办 法 ,把 模型 (5.2) 
中 的 附加 噪声 ex PARENTER 去 ， 为 此 只 需 置 


ВСК) = 000) 十 ——- ОҒ ФОе 














由 于 


ФООЗВОО = PAVOR) 十 ФО pker 


TOF 
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= ФОО) + er 
所 以 有 
= ФОО'ВСА) (5-3) 
其 中 
ВОК) = (8.0), 8,000,5--- (ОТ 
是 随机 时 变 参数 ， 显然 18(4)} 又 构成 了 一 个 ” 维 的 时 间 序 列 ， 
相对 于 原 时 间 序列 (ул) 而 言 , 我 们 称 (800) 为 第 二 层 时 间 序 
列 。 
如 果 对 于 (у) 已 有 足够 多 的 观测 数据 
{yos У: Ук) = Ху 
则 我 们 可 以 依据 递 推算 法 


ви) = Bk—1) ee $y — ФОО — 19) 
(5.4) 
或 者 
Ёо = Вю + 1 Е ФО» — ФОО) (55а) 
ЁЮ = В — 1) + мода ФО ВА — 1)} (655) 
M(k) P(k 227. Dek) (5.5с) 





1 + ФРА 一 00 
РА) = 1. = МОЮФСЮ РОК — 1) (5.59) 


2 为 遗忘 因 于 ,来 确定 时 间 序 列 (ВО) 的 部 分 估 值 

вез), ÊG +1),..., B(N) 
自然 可 以 依据 这 些 数据 对 时 间 序 列 {8(*)} 的 特性 进行 统计 分 析 . 
例如 ,判断 它 的 平稳 性 ,估计 它 的 协 方差 矩阵 等 等 ， 为 方便 计 ， 不 
妨 设 (800) 的 估 值 序列 为 

Во). ÊG), -+ 867) 
依据 这 些 数据 ,可 以 对 关于 ВО) 的 如 下 的 统计 假设 进行 检验 

Њу В) = В + Vk) 
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В 是 非 时 变 的 定常 向 量 。{V(A)} 是 零 均 值 的 平稳 随机 序列 ， 如 
果 接受 假设 Ho M AO) 是 一 个 多 维 的 平稳 随机 序列 。 我 们 
可 以 应 用 多 维 平稳 序列 的 建 模 方法 , 建立 起 关于 B) 所 满足 
的 模型 (АКМА 类 型 的 模型 )。 如 果 拒 绝 假设 Ho W ВСЮ 是 
一 个 一 般 的 随机 序列 .我 们 可 以 对 (A) 建立 如 下 的 = 个 广义 
单 输出 AR 模型 
Bk) = А, (k, IBk — 1) + А(Њ ОВ — 2) 
+e + Anlk, IDB — ni) (5.6) 
i=l, 2,770. 

其 中 Alk, i), Alka Пао 4,4,0 ВИЧЕ Мол 为 
模型 的 阶 数 。 

置 

YCR) 一 СА, i)", Alka 08-22, 4,8, DT 
i=l, 2,9: п 

于 是 我 们 得 到 了 >” 个 多 维 的 时 间 序列 。 相对 于 原 时 间 序列 (уі) 
而 言 , 称 它们 为 第 三 层 的 时 间 序列 。 

完全 类 似 地 ,我 们 可 以 用 算法 (5.4) 或 者 算法 (5.5)。 依 据 数据 
ÊO), #01), ---, ÂN) 来 求 得 估 什 

У (а), Рип; +1), --, P(N) і--1,2,::-,т 
不 妨 设 这 些 数 据 仍然 从 时 刻 0 开始 , 即 有 
9,00), PAID, М) i=1,2,..., 7 

依据 这 些 数据 ,我 们 仍然 能 够 对 第 三 层 时 间 序 列 (у) i 一 1， 
2,"…, 的 统计 特性 进行 检验 ， 首 先 要 检验 的 是 平稳 性 ， 如 果 它 
们 是 平稳 的 , 则 我 们 可 以 对 它们 进行 另外 的 一 些 分 析 与 估计 。 例 
如 估计 它们 的 协 方差 函数 ,估计 它们 的 谱 , 分 析 它 们 的 变化 周期 性 
等 等 。 进 而 我 们 还 可 以 建立 起 这 些 时 间 序 列 所 满足 的 ARMA 模 
型 。 

如 果 在 这 些 时 间 序列 中 ,有 的 仍然 是 非 平稳 的 , 则 我 们 对 这 种 
非 平稳 的 序列 ,还 要 建立 起 广义 单 输出 AR 模型 ,进而 得 出 第 四 层 
时 间 序 列 , 如 此 等 等 。 
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一 个 自然 的 问题 是 ,在 建立 各 层 的 AR 模型 或 广义 单 输出 AR 
模型 时 ,它们 的 阶 数 应 怎样 确定 。 不 失 一 般 性 ,不 妨 以 模型 
Ya Вука + Ву + + Bak) yaon (5.7) 
为 例 。 为 确定 它 的 适当 阶 数 n, 
Ја) У: 186 + 1) — ЁЮ 
= 


其 中 ВСЮ 由 算法 (5.4) 或 算法 (5.5) 来 确定 。 如 果 使 得 
10) = min (т) 


我 们 就 认为 它 是 模型 (5.7) 的 “适当 阶 数 ”。 

事实 上 ,在 实际 应 用 中 。 我 们 往往 是 赁 经 验 来 确定 模型 的 “ 适 
当 阶 数 ”, 它 的 值 通常 是 2~7. 

由 于 模型 的 参数 估 值 是 用 算法 (5.4) 或 (5.5) 来 确定 的 ,所 以 无 
论 模型 的 阶 数 ， 怎样 选取 ， 都 会 经 过 时 变 参数 值 的 补偿 而 使 等 式 

у, = ÊK) 

成 立 。 由 此 可 见 , 模 型 的 阶 数 选取 得 适当 与 否 ,对 于 它 在 预报 中 应 
用 的 效果 ,不 会 有 什么 本 质 的 影响 。 而 仅仅 是 给 分 析 与 处 理 的 过 
程 带 来 麻烦 。 


552 多 层 递 阶 预报 方法 


考虑 向 前 一 步 的 预报 误差 模型 
у 一 НҮ, о, OCK), 41 + êk 
其 中 у, 是 一 维 输出 , U ERA, 06) раван, a 是 一 
维 噪声 。 我 们 已 经 证 明 ， 对 于 任何 的 s > 0， 在 适当 的 条 件 下 必 
AN> 0 和 6 > 0 存在 ,使 得 当 《之 N 时 ,由 算法 
б = ё — 1) + 2 
Пао, өс = 01р 
х ува 3006, OK 一 DA — Уа, Urs ва) 
所 确定 的 6(A) 恒 满足 
[ук — ИУ ка» Uss 64), 41] <в 
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特别 地 , 当 
ҚҰ,» Uss O), 41 = 00) 
时 , 则 由 算法 


000) = дк — 1 1 606—1 
(0) = 06 — 1) + O ФО, PAVE — 1) 





所 确定 的 ӨС) а 
у; — ENÊ) 一 0 


即 
у = Ф00'600) 
上 述 分 析 结果 启发 我 们 ， 如 果 把 通常 的 向 前 一 步 的 预报 公式 
УВА — 1)) = IYr Urs 66 — 1), K] 
或 
скід — 1)) = Ф00'8% — 1) 
换 成 
ЖӨЖ) = КҮ, 1, Urs 6"), K] 
或 


2010) = A (k) Ô* (K) 
其 中 ÔO 表示 依据 资料 Ye О, 所 得 出 的 关于 ÔO 的 预 
报 估 值 , 则 可 使 预报 残 差 
E(k, 600) = ya — #06") 

得 到 减 小 ， 这 种 思想 不 仅 可 以 应 用 于 向 前 一 步 的 预报 问题 ， 也 可 
以 应 用 于 向 前 多 步 的 预报 问题 ,于 是 我 们 可 以 提出 如 下 的 所 谓 “ 多 
层 递 阶 预 报 方法 *， 这 种 方法 的 基本 点 是 把 动态 系统 的 状态 (或 给 
出 ) 预报 问题 分 为 两 部 分 ， 系 统 的 时 变 参数 预报 和 在 此 基础 上 对 
系统 的 状态 (或 输出 ) 预 报 . 

以 一 般 的 预报 误差 模型 为 例 : 

ук = Yk, Ui, OCA), 4] + er А 

假定 随机 噪声 е, 与 Пуља, Ui, OG), 6) 是 独立 的 。 多 层 递 
阶 预 报 方法 的 具体 步 又 是 : 

L 应 用 适当 的 参数 估 值 算法 , 对 系统 的 时 变 参数 Ok) 进行 
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估 值 ,使 得 出 的 估 值 序列 {6(*)} 满足 后 验 残 差 一 致 小 准则 。 

2. 依据 (600) 的 一 系列 估 值 : {6(0), 6(1),… ,6(N)}= 
өр 检验 (600) 的 平稳 性 ， 如 果 1600) 是 平稳 的 ， 则 依据 数 
据 Өр 建立 000 所 满足 的 多 维 AR 模型 或 多 维 ARMA #98, 
进而 依据 这 些 模 型 , 求 出 604) 的 由 向 前 一 步 直 到 向 前 % 步 的 预 
报 值 





Ox(N + 1), Вч + 2),--- „60 + 8) 
如 果 (6060) 不 具有 平稳 性 , 则 可 分 成 三 种 情形 进行 。 
1) 如 果 能 够 找到 一 个 预报 误差 模型 
OG) = СІӨ,..В,41--М(0 
其中 参量 В 是 非 时 变 的 ，{V(*)} 是 零 均 值 的 不 相关 随机 向 量 
БЕЗІ, 8, = {6(0) +, OCR 一 1)}。 则 我 们 可 以 依据 
ÔN + h) = Сөк, В, N +h — 1] 
逐步 求 得 60 的 预报 估 什 А 
pr(N +1), Ô*(N + 2), :-:, Or(N + 8) 

2) 虽然 不 能 够 找到 O) 所 满足 的 较 好 的 预报 公式 ,但 能 够 
较 确切 地 找到 时 间 序 列 {0(*)} 的 变化 规律 。 则 我 们 也 可 以 依据 
此 规律 得 到 OC) 的 预报 估 值 

Gr(N +1),6*(N + 2),..., Or(N+ 有 A) 

3) 如 果 没 有 足够 把 握 得 到 1) 或 2) 的 结果 ， 则 可 直接 的 对 
(0 依据 数据 ӨҚ 建立 广义 单 输出 AR 模型 ,继续 进行 关于 序 
列 {0(%)} 的 多 层 分 析 ， 直 到 某 一 高 层 的 各 时 间 序 列 尼 为 平稳 序 
列 时 为 止 。 对 于 这 一 层 的 各 序列 建立 AR 或 ARMA 模型 ,用 这 
些 模型 ,进行 相应 参数 的 向 前 % 步 预报 ,再 用 这 些 预 报 值 来 进行 关 
于 下 一 层 参 数 的 向 前 4 步 预报 。 如 此 下 去 ,最 后 将 得 出 6(*) 的 预 
报 估 值 、 

Br(N +1),6r(N +2)，…,6r(N 十 月 
3. 确定 У, 的 向 前 1 步 至 不 步 的 预报 估 值 。 些 时 我 们 有 : 
向 前 一 步 的 预报 算法 
IN + 1) = КУ О, ÔN +1), N + 11 
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其 中 
Ху = {yos Vista Yw} 
Uža = (аб, шз, им, бын) 
ûn 表示 预计 的 输入 值 。 在 许多 预报 问题 中 ，xw 往往 表示 预报 
因子 ,所以 дм. 一般 的 也 是 用 预报 的 手段 而 得 到 的 。 
向 前 两 步 的 预报 算法 А 
ICN 十 2) = FLY Xs Об, ОУ + 2), N + 2] 
其 中 
хы = {yos у У УМ + 1)} 
Му = (ар, шу ++ им, йын» була] 
inyo Виља 缘 为 预计 的 输入 值 ， 它 们 通常 是 用 预报 手段 得 到 的 。 
一 般 地 ,可 以 得 出 向 前 4 步 的 预报 算法 
ION + h) = ИУ Ukan Br(N + 8), N + A] 
其 中 
Маил = {yos Jisto кы CN + h—1)} 
9%, = {ио "775 Ин Виза» ttt > бума) 
Ву 表示 им 的 向 前 i 步 的 预计 ( 报 ) 值 。 
这 里 ,我 们 所 提出 的 是 向 前 % 步 的 逐步 递 推 预报 算法 ， 
对 于 特殊 的 情形 ,例如 
IY r-i ЖӘ OCK), А] = a(k) yri + а) ука 
+ а, (К) у-н 十 Ви + BAR) 
+ Pml и» 
али а тақта жаны 关于 这 一 点 请 
参看 $ 5.5 节 。 


553 高 层 时 间 序 列 建 模 与 预报 的 具体 方法 





下 面 介 绍 高 层 时 间 序 列 建 模 与 预报 的 一 些 具 体 方法 ， 这 些 方 

法 在 应 用 中 已 被 证 明 是 有 效 的 。 由 于 任何 高 层 时 间 序列 ， 相 对 于 

它 的 前 一 层 而 言 ,都 是 第 二 层 时 间 序列 ,所 以 不 失 一 般 性 ， 我 们 只 
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о УЋИ МА 





考虑 第 二 层 时 间 序列 的 建 模 与 预报 就 够 了 。 设 已 根据 观测 数据 ， 
得 到 了 第 二 层 时 间 序列 的 估 值 
ба), 6(2),..., Өм) 
此 处 N 是 观测 数据 的 组 数 ， 而 
боку = (6,05), 6,06), ---, Ôn CKD) 
以 下 分 两 种 情形 来 讨论 关于 (600) 的 建 模 和 预报 问题 。 











1. 统一 处 理 的 途径 


由 于 ФО) 的 各 分 量 间 不 可 避免 地 要 存在 着 某 些 联系 ， 所 以 
一 般 情况 下 ,为 建立 (0) 的 预报 模型 ,我 们 应 该 采取 统一 处 理 
的 途径 。 经 常 采用 的 是 多 维 AR 模型 

да + 1) = 4(06(00) + AÊ — 1) + -+ 

+ Aln ÊlCk — n) + vk) (5.8) 

显然 ,可 以 把 上 述 模 型 分 解 成 "个 广义 单 输出 模型 

дк + 1) == А(0)6(4) + A(DOCK— 1) + --- 
| + А(п)б6 — n) + 20) 
l і-1,2,-,т (5.9) 
其 中 @(k 十 1) 表示 Ô + 1) Жі AT AO ERE 
阵 АО) 的 第 ;个 行 向 最 。 w(k) 表示 噪声 У) 的 第 i 个 分 
т 

我 们 也 可 以 分 别 建立 上 述 的 mw 个 广义 单 输出 模型 ， 此 时 它们 
的 阶 数 不 一 定 是 同一 个 n. 

对 于 广义 单 输出 模型 ,其 未 知 参数 向 量 Ai(0)，A;(1)，.….， 
А/өусі-1,2,--, т) 完全 可 以 按 我 们 在 前 章 中 所 指出 的 算 
法 来 进行 估计 。 如 果 经 检验 可 以 认为 这 些 参数 已 是 非 时 变 的 〈 事 
实 上 ,这 时 序列 (600) 可 能 已 是 平稳 的 了 ), 则 所 求 的 向 前 一 步 
的 预报 公式 是 

BN+1)= A(NON) + A(DON—1)+... 

+ Атум —a) і-і,2,...,т 
= 
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ОМ + 1) = (ÔN +1), ÂN + 2),::-, 6,00 + 197 - 
ТЈ Бај 4666 ІНІН ІЗ РЈ ИИН ДА 

O(N + 2) = Al(0)6*(N + 1) + А/1)6У) + 
о АЈ ОМ — п 1) 11, 2, т 


= 

















般 地 ,我 们 
Gr(N+)) = (ӨМ + 0), O(N + ђе O(N + 0)" 
表示 时 变 参量 Ô) 的 向 前 i 步 预报 值 ， 则 我 们 可 以 依次 地 得 到 
向 前 步 的 预报 算法 
O(N + h) = Å;(0)Ê* (N + h — 1) 
+ ÂJ N +h —2) + 
і-1,2,--.,т (5.10) 

其 中 А(0), А(1),: -:; Аа) 表示 А/0).А(1),--.А(п) 
的 估 值 ， 

如 果 Ai(0), Ап), -:-, Акт) 仍 为 时 变 的 ， 则 我 们 可 以 
引出 次 一 层 时 间 序列 ,继续 进行 分 析 , 如 此 等 等 。 








2. 按 分 量 处 理 的 途径 


би) 的 各 分 量 之 间 是 相互 关联 的 。 但 当 它们 自身 独特 的 变 
化 规律 比较 明显 时 ,我 们 可 以 考虑 把 这 些 分 量 分 开 处 理 , 即 按 分 量 
处 理 。 一 般 地 说 ， 这 将 比 统一 处 理 的 途径 简单 些 。 按 分 量 处 理 的 
方法 很 多 ,其 中 有 的 虽然 纯 属 经 验 性 的 ,但 在 实际 应 用 中 确 是 简单 
而 有 效 的 。 这 里 , 仅 介绍 几 种 常用 的 方法 。 

(1) AR 模型 法 ”这 是 按 分 量 处 理 的 一 般 性 方法 . 我 们 对 
600 的 各 分 量 ÊG = 1,2,- т) 分 别 建立 它们 的 AR 模 
型 





ВСК 1) = а (К) + адк — 1) + 
+ аА — пр) + elk + 1) 
: із-1,2,::,т (5.11) 
其 中 (eO) 是 不 相关 的 随机 变量 序列 〈 通 党 希望 它 是 零 均值 
的 )。 是 第 ; 个 村 型 的 阶 获 。 我 们 称 模 型 (5.10) 为 第 二 层 AR 
Ии. 





模型 。 未 知 参 数 aans etsan 可 按 前 章 所 介绍 的 方法 来 确定 ， 
如 果 经 检验 ,它们 已 是 非 时 变 的 了 , 则 所 求 的 预报 公式 是 
NT)= ÂN) AGN— 1) + + Ab(N — пр 
ӨКМ?) = GON+TD+HAO(N)+ а ви МУ п + 1) 





фи, Ôn; 表示 my пау с an, ДЕ. Ө + h), 
і>і 表示 600 的 向 前 大 步 的 预报 值 。 
如 果 а, oi，,*… а, 仍 为 时 变 的 , 则 我 们 可 以 引出 第 三 层 时 
间 序 列 , 如 此 等 等 。 
(2) 定常 增 量 法 ”以 第 i 个 分 量 0,00) 为 例 。 如 果 对 于 一 切 
КЕН 
бА + 1) — 600) = АӨ, + (К) 1,2,6, т 
其 中 Аб, 是 与 外 无 关 的 常数 ，{ e(A)} 是 零 均 值 的 白 噪 声 , HR 
有 足够 小 的 方差 。 则 我 们 有 如 下 的 预报 公式 
ФҚ + h) = (№) + вдб, і 1, 2,:::, т (542) 
ФМ + h), h>1 表示 6(4) 的 向 前 上 步 的 预报 值 。 
(3) 周期 增 量 法 ”我 们 仍 以 第 个 分 量 6(%) 为 例 。 如 果 
它 存在 着 某 种 周期 性 的 变化 ,例如 它 满足 
66 + j) — 046 + 1 — 1) = Дар) + elk + 2) 
ізз1,2,--,Т 
而 
646 + T + 1) — Âk + T) = Aa) + 2 (6 + 7 + 1) 
其 中 工 是 正 整 数 ， {ci(《*)} 是 零 均 值 的 白 噪声 ， 则 我 们 说 序列 
{6:(*)} 具有 周期 增 量 的 变化 方式 。 此 时 Â 的 预报 公式 可 以 
表示 成 
ОМ + h) = 6(М) + Р(Да(1) + Да(2) 十 .十 Az(p)) 
+ дацћ) + 5-5 + Лака) (543) 
其 中 ? 满足 
ћ= рТ +4 4а<Т 
(4) 常数 因子 法 DA 6() 的 第 i 个 分 量 Ô HP іп 
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果 有 常数 qi, 使 得 
6(N +h)=6O(N)g + (№ + h) 
其 中 {ei(N А) 是 零 均值 方差 足够 小 的 随机 变量 序列 。 则 
6.(*) 的 向 前 如 步 的 预报 公式 是 
ӨКМ + h) = 470 (У) (5.14) 

这 种 方法 , 称 为 常数 因子 法 。 实质 上 它 相 当 于 AR 模型 法 阶 
数 是 1 的 情形 . 

(5) 曲线 增 量 法 ”这 是 定常 增 量 法 的 推广 。 其 向 前 4 步 的 预 
报 公式 是 

ӨМ + h) -ӨДМ) + АДӨ, | 11,2, ет 
A6， 是 不 依赖 于 时 间 的 常数 。 Р, 取 某 个 适当 的 实数 为 值 。 当 
pi 一 1 时 ,就 是 定常 增 量 法 的 情形 . 

6. 其 他 方法 关于 高 层 时 间 序 列 的 预报 ， 还 可 能 有 许多 不 同 
的 方法 。 例 如 ,多 项 式 拟 合法 、 样 条 函数 法 、 直 接 按 其 变化 规律 而 
得 出 的 直接 描述 方法 (如 周期 变化 法 ) 等 等 。 在 这 里 就 不 一 一 介绍 
Гь 


554 预报 结果 的 误差 分 析 


1. 线性 情形 


考虑 系统 
ya = Ф(К)"Ө(К) + er 

其 中 O 是 m 维 时 变 参 数 , p) та ERT 
k 时 刻 及 其 以 前 的 输入 和 处 一 1 时刻 及 其 以 前 的 输出 。 不 失 一 般 
性 ,假定 这 个 系统 是 单 输 出 的 。 所 要 估计 的 预报 误差 是 

«(М--8,0ҚМ--8))- уза — ЖМ + А) 
其 中 如是 预报 的 步 长 。 以 АК 模型 为 例 

ук+ alk) Yri + а (К) Yrm = er 
此 时 有 

ФИА) = [улов Уа] 
#146 ' 





OCK) --Іа(0.55: „ 4 (ОТ 
向 前 一 步 的 预报 公式 是 
y(N+1)= ФМ + 1)0*(N+1) 
ФУ 十 1) = [ук умор tta Ynt] 
向 前 两 步 的 预报 公式 是 2 ~ 
I(N + 2) = (N + 2):0*(№ + 2) 
BN 2) = [一 9CN 十 1)， 一 yw ， 一 ywrz-el 
向 前 4 步 的 预报 公式 是 
IN + № = ФО + в)" + h) 
ÊN +h) = [9N + 8 — 1), —9(N +h — 2), e] 
不 难得 出 
8 + в) — BN + A) 
过 VmA( 一 1) 


由 于 预报 误差 是 
eg(V + h, Ô*(N + А) = Ф(М + h)OCN + 8) 
— ÈN + "(М + h) + ensa 
噪声 e(N +h) 是 不 可 避免 的 ,所 以 误差 的 可 变 部 分 是 
PLN + AYON + h) — ÊN 二 人 Br(N + h). 


ПУ — КУ + i)|} a.s 


тах 
ІМ(А-т)|<і<2-1 


这 时 有 
IAN + AYON + h) — ÊN + 10 + A)| 
< 1407 + AVÕN + в) + (ФА + 5) 
— фом + уд 十 月 | 
< 10 + NEON + HN 
+ 169 + у mA = 1) 
wa ах о Ун СУ |) зе 
其 中 6(N + h) = OCN + h) — 600 + А). 


2. 非 线性 情形 
不 失 一 般 性 , 仍 若 虑 单 输出 系统 
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у = ҢҮ, Ui, 006), k] + êr 
其 中 
Хас = {90 7 
О, = {4(0), а(1),---, (00) 
如 果 包 含 y 的 预报 估计 和 (5) 的 预计 值 时 ,我 们 就 把 相应 的 
Ye KSR YiU, 改写 成 О. 在 以 下 的 讨论 中 ,记号 У» 
Ү.,0,, U; 既 表 示 相 应 的 数据 集合 ， 又 表示 向 量 。 所 以 记号 
Мао ЕМ. ТИНА ОНА КВИН 
Inin = FLY биља» Обь» бу +k), № + А] 
Yusa = ILY niai UN O(N +h), N +h] + enga 
如 果 相 应 的 梯度 都 存在 , 则 预报 误差 的 可 变 部 分 满足 
FLY ninio Оба, O(N +h), N A] 
= fY Ryno Usas ВУ A), N +A] 
= КҮ, Ufa O(N +h), N +h] 
ПУЗ а, Ufas O*(N + A), N +A] 
+ Иби» Оба, O(N +h), N + 8] 
= fY waris Ша, O(N +A), N +A] 


= уво Уба» Обала O(N + В), 
N + уља — Уба) 
Уб о И У о Ukrao 
OFN E A), N + AION + h) 
其 中 Fiaa 表示 Ytan 5 Yra 的 连 线 上 的 一 点 ; 
ONFA) 表示 ÔN + т) 与 9(N + h) 的 连 线 上 的 一 点 ;而 
ÖN +в) = ON 十 月 一 人 (CN + в). 如 果 有 常数 C ,使 得 
ЈУНУ“, US O(N Hh), + А <С as 
Пу viais Usas 9,N 十 AH 一 C аз 
则 有 
Ума» О, O(N +h), N + 81 
НҮ Он, O(N + 8), N + ај 
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< АС max |У; Ума + CO(N + А)! а.з 
1<4<Ү-1 С 


无 论 是 线性 情形 还 是 非 线 性 情形 ,经 上 述 分 析 缘 表明 ,向 前 4 
步 的 预报 误差 ,依赖 于 时 变 参数 的 预报 误差 ӨСУ +4) 和 以 前 各 
步 的 预报 误差 Yue 一 Үйы»і--1,2,--,8--1, 由 于 对 参量 
OCK) 进行 了 预报 ,所 以 预报 精度 能 有 较 大 的 提高 。 

这 里 ,我 们 所 进行 的 只 是 对 预报 误差 的 粗 估计 。 当 然 ,还 需要 
精 估计 ,但 在 这 里 就 不 进行 了 . 

如 果 我 们 的 预报 是 依据 具有 随机 时 变 参数 而 无 附加 噪声 的 模 
型 进行 的 ,只 需 对 上 述 分 析 稍 加 改动 就 行 了 。 

















$ 5.5 ”相关 噪声 干扰 下 的 多 层 递 阶 预 报 方法 


我 们 考虑 具有 МА 噪声 的 系统 
多 十 ak 十 … H адук-а == bulk) + bulk — 1) 
Зе t (Кт) + ert ciers 十.… 和 十 crck (545) 
其 中 у 是 一 维 输出 ，u(《) 是 一 维 输入 , ex 是 零 均 值 的 白 噪 声 、 
置 
ФО" Ж Су —Yk-as ulk), u(k =1), 
ulk = m), сказ" ere} 
Ө" = last ans po Dns сеть Cp) 
则 模型 (5.14) 可 以 写成 
Ya = ФУ + er (5.16) 
但 白 噪声 eris Cros 777 ct-s 是 不 能 直接 观测 的 ， 所 以 考虑 用 
Et) 一 人 一 ABC 一 1) (5.17) 




















来 代替 它们 ,其 中 

ÈY = [уда tts yn UCR), ulk 1), uk — m), 
Elk — 1), +-+, E(k — p)1 (5.18) 

可 见 E(4) 和 ФО) 可 以 交互 地 被 确定 ， 自然 在 这 里 我 们 假定 

了 0 是 时 变 的 。 其 跟踪 估 值 可 外 下 式 确定 
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ди) = в) + 1 Фу, — ФИА) 
ЕТ: 


BK) = 6,0—1) + MEER) 
M(k) = РК DÉ) 
1 Kok — 1È) 


Р(К) = + П-м(ОФОЛРА-1) 


其 中 1 是 遗忘 因子 .。 
设 应 用 上 述 的 算法 所 得 到 的 关于 OC) 的 跟踪 估 值 是 
да), 002), --·, O(N) 
入 是 观测 数据 的 组 数 ， 则 我 们 可 以 把 这 些 估 值 当 作 {0(*)} 的 观 
测 数据 而 对 它 进 行 统计 分 析 。 应 用 时 间 序 列 的 多 层 分 析 方法 ， 最 
终 我 们 得 出 关于 Ock) 的 向 前 4 步 的 预报 佑 值 
O*(N 十 1),b*(N 十 2) ОМ + h) 
依据 这 些 估 值 ,可 得 出 关于 уд 的 向 前 % 步 的 预报 算法 。 


1. 直接 方法 


向 前 一 步 的 预报 算法 是 
Ina = ФОМ + 169 + 1) 
其 中 
фо +1) = [ynt УСА — n + 1), AN + 1, 
(№), и(М — m + 1), (№), +-+, E(N — P + 1)] 
åN 十 1) 表示 预计 的 输入 值 。 
向 前 两 步 的 预报 算法 是 
Dm ФМ + 2):0*( + 2) 
其 中 
ФМ + 2) [иу YN thN --2),ЖМ + 1), 
zx(N) о (М — m + 2), ЕУ + 1), 
E(N):… Е(У — p + 2)1 
АМА 1), AN + 2) 都 是 预计 的 输入 值 ,而 
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ЕУ + 1) =дуа ФОУ + 17807) 
如 此 继续 下 去 ,逐步 的 可 得 到 向 前 步 的 预报 算法 。 


2. 奥 斯 特 隆 姆 方法 


这 里 ， 我 们 只 需 把 在 第 三 章 中 所 介绍 的 奥 斯 特 隆 姆 方法 稍 灿 
改进 就 行 了 。 为 此 引入 记号 
Er(N 二 人) 一 [La(N 十 人 2n(N 士 人。Bo(N +), 
BN К), 55, Bn(N + R), êN + А), ФМ + 0] 
(--1,2,--,8 
Ам) = 1 20У + 47 e H AN + 96" 
Byala) = EUN ФК) + ФМ + К)4 + e 
+ 5.0% + )47" 
Сема дно 20У + 047 + нём 047 
于 是 可 以 把 非 自 适应 情形 下 的 奥 斯 特 隆 姆 方法 推广 如 下 : 
向 前 & 步 的 自 适 应 预报 算法 是 
Inar = nal GÂR) yy 
+ Pwal Bnl У Спа (4 2807 9) 
%--1,2,-,), 其 中 和 N 十 《) 是 预计 的 输入 值 。 而 биља“) 
和 Ру(а WE 
ARTE Слак(а = Ра (470-470 gq А (47) 
Pnl) 是 47 的 & 一 1 次 多 项 式 
Врана) = 1 ОГ + ГИ (М К) 9799 
@һ(47°) 是 4' 的 7 一 1 次 多 项 式 
(47%) = робу + k) + gN + 4047 + ++ 
+ gnal N + К)4“ 79 


3. 计算 实例 


这 里 ， 我 们 给 出 一 个 应 用 奥 斯 特 隆 姆 方法 进行 预报 的 实际 例 
子 。 考 虑 如 下 的 系统 : 
ада ју = but — 1) КИ + cg )en 
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对 于 这 个 系统 ,我们 有 
А0979) 一 1 十 akg Виа) = 4 
са = 1 + сы 
设 应 用 参数 跟踪 算法 ,依据 у, 和 «(Х) 的 观测 数据 ,得 出 了 
关于 时 变 参 数 а» ба 和 ck 的 估 值 序列 如 表 5.1。 


Жж 5.1 





k 112 3 4 5 6 7 41» 10 





ГА 0.761 [0.724 |0.684 [0.654 0.618 |0.584 [0.555 р .53% 0.506 [0.479 


âr 0.856 0.812 [0.770 |0.73 [0.696 [0.667 |0.63 p. 591 [0.581 |0.593 
а |0.665 0.658 |0.652 |0.645 |0.639 5 633 [0.626 0.620 0.614 |0.607 


由 上 述 的 估 值 序列 ， 不 难得 出 关于 各 时 变 参 数 的 预报 估 值 公 
式 
doa = (02540 бо» = (0.95) 96 
баға = (0.99)*2,, 
应 用 这 些 公式 得 出 时 变 参 数 的 预报 估 值 如 表 5.2, 














Ж 5.2 
б = 
бы, 0.486 | 
биља 0.432 | 





0.595 





以 下 我 们 用 “常规 的 自 适应 ” 奥 斯 特 隆 姆 预报 方法 和 多 层 递 阶 
奥 斯 特 隆 姆 预报 方法 ,分 别 计算 y 的 预报 估 值 ,并 对 它们 进行 比 
Акса Са) = Бау + 478 (а АС (су 
确定 多 项 式 Gq) 和 Fil’), RITE 
Gq) = (ê, — 4,)4“ 
PaT) = 1 + (êr — 4,)4" + (2, — адам + 
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+ (20 — ау)а а“ 


于 是 得 出 向 前 4 步 的 “常规 自 适应 ” 奥 斯 特 隆 姆 预报 算法 
(20 一 åw) Раса“), 


+ 22% Bors- (5.19) 
1620 Ую T+ 4 108-і 





Эш 


其 中 
âo == 0.593 Ё = 0.429 2o 一 0.607 
&(10 十 h 一 1) 表示 10 十 h 一 1 时 刻 的 预计 的 输入 值 . 
同样 可 以 得 出 向 前 4 步 的 多 层 递 阶 - 奥 斯 特 隆 姆 预报 算法 是 


Села — диоља) 05 








Уба = 
ре ЕТІН ЕНЕ 
мер 
+ 6 е osami (5-20) 
274 


其 中 
Воља 5) = 1 + (воља + 2047 + (бо + 20-0) 047" 
+ t Copa — адамда ат 
为 了 对 算法 的 优 劣 进 行 比 较 , 我 们 保留 了 部 分 观测 数据 , 见 表 








应 用 算法 (5.19) 和 (5.20) 分 别 的 求 出 预报 估 值 gr。 和 Ру 
(8--1,2,3,4,5) ПЖ 5.4, 








其 中 у= уон ЈЕ y ЭСИН, 9-95, 是 用 多 层 递 阶 
奥 斯 特 隆 姆 方法 所 得 出 的 预报 值 。 乡 一 9o+。 是 用 常规 自 适应 身 
斯 特 隆 姆 方法 所 得 出 的 预报 值 . 
比较 上 述 结果 可 以 看 出 ， 应 用 多 层 递 阶 奥 斯 特 隆 姆 方法 所 得 
出 的 预报 结果 ,其 误差 明显 减 小 。 








• 153 • 











556 预报 问题 的 特殊 性 


前 面 曾 指出 以 控制 系统 设计 为 目的 所 建立 的 数学 模型 ， 即 所 
谓 控制 模型 ,经 过 适当 改变 后 可 以 作为 以 预报 为 目的 的 数学 模型 ， 
即 预报 模型 ， 但 是 预报 问题 和 控制 问题 确 有 一 定 的 差别 ， 预 报 问 
题 有 着 其 种 特殊 性 。 如 果 忽略 了 这 种 特殊 性 ， 用 处 理 控制 问题 的 
某 些 观点 和 方法 来 处 理 预报 问题 ， 必 然 会 使 预报 效果 受到 影响 。 

控制 问题 ,特别 是 具有 反馈 环节 的 控制 系统 ,要 求 其 数学 模型 
对 可 能 出 现 的 系统 状态 有 较 广 泛 的 适应 性 , 即 要 求 模型 具有 “ 相 空 
间 ” 的 某 种 大 范围 的 特征 。 然 而 预报 问题 的 解决 ,基本 上 是 依据 系 
统 状 态 及 与 之 有 关 的 某 些 量 的 过 去 和 现在 的 一 组 观 调 值 来 推 昕 它 
的 未 来 。 此 时 ,我 们 所 涉及 的 仅仅 是 系统 状态 的 一 条 轨 线 (实现 ). 
这 就 是 说 ,预报 模型 不 需要 有 “ 相 空 间 ” 的 大 范围 特征 。 但 从 另 一 
方面 看 ,预报 问题 总 是 要 涉及 一 定 的 “时 间 尺 度 ”, 特 别 是 “长 期 " 预 
报 , 其 时 间 尺 度 就 更 大 了 ， 所 以 ,可 以 说 ,，“ 相 空间 ”中 的 局 部 性 和 
“时 间 尺 度 ” 的 大 范围 性 ,是 预报 模型 所 具有 的 特殊 性 ,从 而 对 于 预 
报 模型 的 辨识 和 进行 预报 ,也 应 该 有 相应 的 特殊 方法 。 

选择 恰当 的 辨识 准则 和 预报 准则 ， 是 解决 辨识 与 预报 问题 的 
重要 步骤 。 为 了 不 使 预报 效果 受到 不 应 有 的 影响 ， 预 报 模型 的 辨 
识 准则 和 进行 预报 时 所 用 的 准则 ,应 该 具有 某 种 一 致 性 即 统一 性 

预报 及 预报 模型 辨识 所 用 的 准则 ， 应 与 对 预报 的 精度 的 要 求 
相 匹 配 。 下 面 的 例子 说 明 ， 最 小 二 乘 辩 识 和 最 小 方差 预报 不 能 实 
现 预 报 误差 任意 小 。 
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考虑 向 前 一 步 的 线性 预报 模型 
Ya + а (К) ак )у ка 
=> (Кик — 1) + +++ + 5„СКи(К — т) (5.21; 

其 中 w 是 被 预报 量 ，u(*) 是 预报 因子 。 不 妨 设 它们 的 维 数 者 
是 1，。a(*),……, а.(0,8(0,--. balk) 是 未 知 的 时 变 参 数 . 
如 果 置 

ФСК) = [ys ORO) ulk — т)]" 

OCK) = [а(к)„• es а, (к), Б), БСК)" 





则 模型 (5.21 ) 可 以 写成 
yr = Ф(К)'Ө() 
应 用 递 扒 最 小 二 乘法 确定 参数 OR) 的 估 信 бск). 具体 地 有 
ви) = Êk — 1) + РЕ) 


1 + ФОО'РСК — 1900 
ход -ФОУФӨАа-і)) 


Шы 
4 是 遗忘 因子 。 在 此 基础 上 ， 可 以 得 出 向 前 一 步 的 预报 算法 如 下 
ЖЫ-1)-ФОАУФАа-1) (5.22) 

由 于 原 系统 (5.21) 是 无 噪声 的 , 所 以 上 述 的 预报 算法 可 以 广义 地 
理解 为 ,是 在 最 小 方差 意义 下 所 得 出 的 。 

应 用 这 种 算法 所 得 出 的 预报 误差 是 

ж-ЖХЫҚ-І)-ФООФУ-ФОУФА-1) 

= ок) (0(К) — (4 — 1)) 

由 于 600 те ЗВУКУ с Н) К СОКО) 
= 0К— 1) ERD, 

上 述 例子 说 明 ， 用 处 理 控制 问题 的 某 些 方法 直接 来 处 理 预报 
问题 ,有 时 不 能 得 到 所 希望 的 结果 。 所 以 ,应 该 寻求 处 理 预报 问题 
的 特殊 方法 ， 
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$ 5.7 ”一 致 小 误差 预报 


首先 引进 “具有 一 致 小 误差 的 预报 算法 "的 概念 。 

设 P 是 对 于 动态 系统 5 的 一 种 预报 算法 ， 是 被 预报 量 , 如 
果 对 于 任何 > 0 皆 可 以 用 算法 P 求 得 一 个 预报 估 值 多 (&)。 使 
得 

у= (0156 as Yk 
就 说 P 是 具有 一 致 小 误差 的 预报 算法 。 

可 以 说 明 , 多 层 递 阶 预报 算法 ,在 一 定 条 件 下 是 一 种 具有 一 至 

小 误差 的 预报 算法 。 对 此 我 们 分 两 种 情形 来 讨论 ， 





1. 线性 情形 


考虑 向 前 一 步 的 预报 模型 
ук = ФСОӨСО (5.23) 

其 中 . 

PK) = (уд > ува НСК 1), 

и(К— п)]" 

OCR) = Га), +, а, (К). ФК). +. Фасо 
特别 要 指出 的 是 OA) 可 以 是 随机 向 量 , 所 以 模型 (5.23) 具有 一 
定 的 普遍 性 ， 例 如 ,只 要 和 置 


Ok) 一 
(К) = О + > ГР БР Ф(Юе, 


就 可 以 把 模型 
= Ф(К)%(К) + er 

化 为 (5.23) 式 的 形式 ， 

我 们 可 以 证 明 , 依据 模型 (5.23) 所 得 出 的 多 层 递 阶 预 报 算法 ， 
在 一 定 的 条 件 下 是 一 种 具有 一 致 小 误差 的 预报 算法 。 

事实 上 ， 不 仿 设 所 用 的 多 层 递 阶 预 报 算法 的 层 数 是 2。 其 第 
一 层 预报 模型 是 

7%: 





ЗАДА 1) = ФСК): 0 — 1) (5.24) 
第 ћ 天 得 的 预报 估 值 604 一 1) 满足 
IO) — Ikik 01 <e as Yk (5.25) 
其 中 бик) 是 由 满足 后 验 残 差 一 致 小 准则 的 算法 


000) = 806—1) + ФСК) эь — ФСК) ВСК 1, 







RER 





1 
leol 
(5.26) 
所 确定 的 关于 600 的 估 值 。 并 且 有 < > 0 使 
[Ф001 << as vk 





则 我 们 可 以 得 出 

К 0 св as Yk 
这 是 由 于 

у, — РСК 1) = p(k)'OR) 一 (6Ck — 1) 

但 由 算法 (5.26) 有 

г(,0000--ФО)000-0 
即 

ОКО) = yr = Ф(06() 
所 以 
ук — ЭКА 1) = Фиби) — Ф(К) ӨКІ — 1) 
-ФООХФО0-9018-1) 

故 有 
ly — Ikik DI |ео дио — 6014-10 < св a.s Yk 


2. 非 线性 情形 


仍 考虑 向 前 一 步 的 多 层 递 阶 预报 问题 。 设 非 线性 向 前 一 步 的 
预报 模型 为 








ук = ÍLY z1, Ui, OCR), К) (5.27) 
其 中 600 是 随机 时 变 参数 。 它 的 估 值 Өс) 由 下 式 递 推 地 确定 
000) = 60-1) + 8 


Гува 0/06, ФА — DII 
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X Vau-nflk, (А — 101 
х (у — IY, О, 600—1), kI} (528) 
应 用 定理 4.1 ,不 难说 明 在 适当 条 件 下 ,对 于 任何 的 e > 0, 8 
存在 ,使 得 对 于 这 样 的 5， 由 算法 (5.28) 所 确定 的 估 值 G6(《) 满足 
|у = КҮ, Ua, 600, К <s a.s Yk 
与 线性 的 情形 一 样 ,可 以 证 明 : 
依据 模型 (5.27) 所 得 出 的 多 层 递 阶 预报 算法 , 在 适当 的 条 件 
下 ,是 一 种 具有 一 致 小 误差 的 预报 算法 。 
为 说 明 上 述 结论 ,不 妨 假 定 多 层 递 阶 预报 算法 的 层 数 为 2. 第 
一 层 的 预报 公式 是 
МАЈК = 1) = FLY r-i Ur, OC(RIK— 1), k] 
进一步 假定 第 二 层 预报 模型 所 得 的 预报 估 值 ВИА 一 1) 满足 
IÔ) — |К D се as Vk 





则 我 们 有 
Ya ЭКК 1) = y — HY ris Ur, ВКК — 1), k] 
= уь — ILY ras Ur, ӨС), k] 
+ ПУ, а, Urs 6), k] — КУ» 
Ui, 641 — 1), k] 
然而 
lve = КУ, О, 60), К <e аз Vk 
По Urs ÔC), k] Уа, Ur, 64] — 1), k] 


= 9414,0 01460 00-001%-10 
其 中 
%14,(01- 2. ПҮ,- Ur, Ө, 81-5 


60 是 由 би) 到 ӨКК D 的 “ 连 线 ”上 的 一 个 适当 的 点 。 
所 以 我 们 有 
Ју СК = DIS Jye = ИУ, 0, СА), KII 
+ 1590, 6006) — дс] — 1) < 6 
+ |945, ӨС) Це 
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由 此 可 见 , 只 要 在 9 的 适当 的 区 域 中 ,一 致 地 有 
пук, OJ <e a.s У 

< 为 大 于 零 的 常数 。 于 是 有 
ју — По» 0,6 (一 D, < И + с)в 
这 就 是 我 们 需要 说 明 的 ， 

上 述 讨 论说 明 , 只 要 有 时 变 参数 的 预报 估 值 算法 ,使 得 对 于 任 
жіп s > 0， 皆 可 找到 6(t|* 一 1), 满足 

1600) — бајк — 1] <s аз Vk 

那么 在 适当 条 件 下 ,由 多 层 递 阶 预报 算法 所 得 出 的 预报 估 值 ,就 可 
能 具有 充分 一 致 小 的 预报 误差 








558 预报 模型 参数 估 值 的 初 值 选 择 


在 多 层 递 阶 预报 方法 的 应 用 中 ， 我 们 经 常 考虑 的 是 如 下 的 向 
前 一 步 的 预报 模型 
ук = FLY r-i Ui, OCK), К] + УСЮ) (5.29) 
其 中 y 是 一 维 输出 ，u(《) ЕЛ, 60) 是 m 维 的 (时 变 ) 参 
数 , f 是 关于 ӨСК) 可 微 的 函数 ,V(X) 是 随机 噪声 , 它 与 IYr 
Ur, OCR), kI 相互 独立 ,而 
Yi = {Yos уь ука} 
U, = {u(0), (19,555, u(k)} 
在 预报 算法 中 ,所 采用 的 参数 估 值 公式 是 
64) = 66 — 1) + 8. 
vew-o-+f[A:6C 一 Da 
X увак, А-А — НҮ, 
Uu 666 — 1), 41) (5.30) 








其 中 
Via-vflk Ôk — D1 = 2 ПУ... 9,6, Кино 


3 是 适当 的 常数 。 
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特别 重要 的 情形 是 预报 模型 具有 下 述 的 形式 
Уд = ФОО ОК) + vr (531) 
其 中 200 是 由 Yi-:，U 的 某 些 元 素 组 成 的 向 是 ， 此 时 算法 
(5.30) 变 为 


Ôk) = 6 — 1) + рК) у — ФОО - 1)) 
ЈОЈ 





2 


(5.32) 
并 恒 取 5 一 1. 
递 推算 法 (5.30) 和 (5.32) 所 得 出 的 估 值 ,一 般 会 受到 初 值 选择 
的 影响 。 但 怎样 选取 这 种 初 值 为 好 、 初 值 的 选择 对 预报 精度 有 什 
么 影响 等 ,这 些 显然 是 需要 考虑 的 问题 。 
如 果 用 全 (ik 一 1) 表示 ӨО) 的 预报 估 值 , 则 多 层 递 阶 方 
法 的 基本 预报 公式 是 
УДА — 1) = ИУ а, Urs ЈА — 1), k] (533) 
或 
ЎСА 1) = ФОА — 1) (5-34) 
由 于 参数 估 值 是 用 公式 (5.30) 或 (5.32) 来 确定 的 , 而 Êk — 1) 
是 依赖 于 这 组 估 值 序列 求 得 的 。 所 以 它 依赖 于 估 值 的 初 值 600), 
即 
век — 1) 一 6 一 1,6(0)] 
从 而 预报 算法 (5.33) 和 (5.34) 应 该 写成 
ЗАК — 1) = Нуи Urs ӨК — 1, 6007], KI 
和 
ЯЦА-1-ФОУФИЦА-1.6(001 
自然 地 ,我 们 称 
elk, 6(0)) 一头 一 AI 一 1 
为 预报 误差 。 
可 以 说 明 , 多 层 递 阶 预报 算法 ,在 一 定 的 意义 下 ， 其 预报 精度 
(误差 ) 不 受 000) 的 选取 的 影响 。 对 此 ,我 们 分 两 种 情形 来 讨论 ; 
“160。 





1. 非 线性 情形 
定理 5.1 对 于 系统 (5.29) ,无 论 其 噪声 vk) 的 统计 特性 如 
何 , 如 果 有 常数 “ ERIH k ЕН 
[1 << a.s 
对 一 切 《，y 和 ulk), — BER” WA 
Хо 0, B, К <c as 


апу. 08,01] 22. -=а 


设 {6()} 由 估 值 公式 (5.30) 所 确定 ,并 对 8 > 0 一致 地 有 
im 798106 ВО а ИК, Ok — D] 
ss ува о КВ — ІІІ 

Ж Она 

НА, 6(A)] = ИК, ÔCk — 1)] + ма „ИК, OTOA) 
Ock) = 6) — (к — 1) ПА 01 = Yi,, Urs Ө, K] 
则 对 于 任何 的 。 > 0， 只 要 参数 OK) 的 预报 值 9(《|4 一 1) 满 
Е 





= u>) a.s 


1000) ~ ӨКК — D <e as Wk 
无 论 算法 的 初 值 6(0) 是 怎样 选取 的 ,对 于 适当 大 的 人 都 有 
је(ћ, бөлі = |y — (klk —1)] < М-ва, 
此 处 M 为 常数 。 
证 明 ”由 于 定理 4.1 的 条 件 完全 得 到 满足 ,所 以 在 算法 (5.30) 
中 , 必 有 8 > 0 和 У>0, 使 得 由 它 所 得 出 的 Ô) 满足 
ју — ИУ, Urs 600), 6] <e аз Kk>N 
并 且 与 初 值 6(0) 的 选 泽 无 关 , 而 
s(k, 6(0)) == У, Urs ВОЈА — 1), К) 
= уь = НУ, Uss 60), k] 
+ У Ueo 806). AI — Иа. Urs ВСК 1), К) 
= y(k) — ÍLY -1 Ur, 064), 41 


X +161, 





+ Valk, PTO) — ФА — 1)) 








其 中 





у. B] 一 Тл Па, Urs B, KI| pop 





而 “是 由 微分 中 值 定理 所 确定 的 。 
所 以 无 论 如 何 选择 000), 我 们 都 有 
leCk, 6(0)) < [у — ЙС, 0,600,411 
+ (Уа, Bl 160) — скік – D) 
свељ+е-с = (1 + сје a.s 人 《之 
可 见 只 要 取 M = 1 + с БІЗ, 


2. 线性 情形 
由 于 对 形 如 
ук = ФК ВОК) + Vr 
的 模型 ,只 要 置 


0 
&) = BO + ТОТА 


就 可 以 化 成 如 下 的 形式 
ya = Ф(5)9(5) (5.35) 
其 中 600 是 随机 时 变 参 数 。 所 以 只 要 考虑 形 如 (5.35) 式 的 系统 
RET. | 
定理 5.2 ”对 于 系统 (5.35), 如 果 对 一 切 《 皆 有 
2 EOE as 
AE с 是 常数 , 而 且 600) 的 估 值 да) 是 由 下 述 算法 确定 的 : 


64) = 96 — 1) +r- — ФК) — 1)} 





(5.36) 
则 不 管 算法 的 初 值 (0) 怎样 选取 ， 对 于 任何 的 s > 0, RES 
数 预 报 估 值 Ôk 一 1) 满足 
1904) = Өс — DI<e/le аз Yk 
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就 有 
ју — ЕЕ 1)] <s 25 vk 
ШИЯ ”对 于 算法 (5.36)， 显 然 无 论 怎样 选择 初 值 6(0), 都 有 


ФСК) = (бб — 1) + ој 


х ФК) — ФСК) "ВСА — 1)} 
= 216 — 1) + у — 90006 — 1) = у 
所 以 
ya — ЎА — 1) = 08) — ФСК): – 1) 
= p(k) (ÊC) — ÊG Ik — 1)) 
ВО К 
Пу — ЭСК = D! < lel 1000-60-11 


Е 
<с:---че 2.5 = 
с 


从 上 述 两 条 定理 及 其 证 明 过 程 可 以 看 出 ， 多 层 递 阶 预报 算法 
的 “精度 "， 依 赖 于 时 变 参数 000 的 估 值 的 预报 算法 的 精度 ， 而 
与 ӨК) 的 估 值 算法 的 初 值 的 取 法 无 关 ， 


559 非 线性 模型 线性 化 的 一 种 途径 


众所周知 ,古典 的 线性 化 方法 ,往往 要 借助 于 泰勒 (Taylor) 展 
开 , 所 以 它 难免 有 局 部 性 的 特征 。 这 种 特征 ,对 于 预报 问题 的 解决 
很 不 利 ， 因 为 预报 问题 希望 就 “时 间 尺 度 ” 而 言 ， 具 有 一 定 大 范围 
特性 。 所 以 ,自然 希望 能 够 找到 一 种 从 时 间 尺 度 而 言 , 具 有 大 范围 
特征 的 线性 化 方法 。 у 

考虑 到 求解 预报 问题 的 基本 依据 是 ， 系 统 状态 及 与 之 有 关 的 
某 些 量 的 过 去 和 现在 的 一 组 观测 值 ， 即 我 们 所 涉及 的 仅仅 是 系统 
状态 的 一 条 雪线 (实现 )。 所 以 ,我 们 所 寻求 的 线性 化 方法 ,允许 从 
“ 相 空 间 ”( 所 有 的 “实现 "形成 的 空间 ) 的 观点 来 看 ， 具 有 某 种 局 部 
H. $ 
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下 面 所 介绍 的 ,就 是 具有 上 述 特征 的 一 种 线 些 化 途径 。 
不 失 一 般 性 ,我 们 来 考虑 如 下 的 非 线性 系统 
уь = НҮ,- Urs OC), I (5.37) 
其 中 у жай ЖЕН, (А) 是 一 维 输入 , O) 是 严 维 随机 时 变 
参数 。 


Y 


Yi = {yos "55 Уа) 
U, = {u(0), и(1),-55 и(К)) 

我 们 来 说 明 , 在 一 定 的 意义 下 , 模型 (5.37) 可 被 下 述 形式 的 一 

族 线性 模型 所 代替 
у, = a(k) Yr- Жоу + + alk) Yr- 

十 Po(R)u(k) + Ван — 1) + ++ + Bk)ulk — 4) (5.38) 
其 中 alk), ок), а,(К), ВСК), Һ(О,5- (0 是 一 组 
随机 时 变 参数 。 

为 说 明 上 述 结论 , 先 引 入 下 述 的 概念 。 

设 S 是 一 个 动态 系统 ，yi， 是 它 的 输出 ，x(K) 是 它 的 输入 ， 
则 称 每 一 组 观测 数据 

(Ор u(k))} %--0,1,2,--. 

5 的 一 条 “ 轨 线 ”。 

定义 85 是 形 如 (5.37) 式 的 一 个 非 线 性 模型 ，{S,} 是 形 
如 (5.38) 式 的 一 族 线性 模型 ,如 果 对 于 5, 的 任何 一 条 雪线 Ya] 
ж 15) 中 的 一 个 模型 ， 它 的 一 条 轨 线 [Ys] 5 [У] жей 
同 ,就 说 S TRAS [5] 之 中 . 

下 述 定理 是 关于 线性 化 的 主要 结论 ， 

定理 5.3 ” 设 动态 系统 满足 非 线性 模型 (5.37), 则 必 存 在 一 族 
具有 随机 时 变 参 数 的 线性 形式 的 模型 (т, аб А): 

Yr = RR оу H Ry 

十 (00 (04-1) + ++ 
+ Е(Ки(К — 4) (5.39) 

4 是 某 个 适当 的 指标 集合 ,使 得 模型 (5.37) TRARRE (то, 
ac A) 之 中 ,这 里 和 4 的 确定 可 具有 一 定 的 任意 性 。 
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证 明 设 {yks u*(k)} 《一 0, 1, 2,.…… 是 模型 (5.37) 的 任 一 
ЖӘН. 所 需 证 明 的 是 在 模型 族 (m, аб A} 中 必 有 一 个 模型 
теі 

у = CKY ЕЗ Еа ҚУУ, 

+ PERJU (К) КОКА — 1) + 5 
+e )u* (k — 4) (5.40) 
如 果 置 
PCR) = [уд yy уд» (К), 
ulk — 1), 5555 u(k — q)] 
Ф" СК)" = [уд Уос У и"), 
u*(k — 1), 555, u*(k — 9)] 
"КО" = [а(к), alk), +, ак), ВК), 
ВК): + ВК] 
ПК)" = [ох(к), otk), +, ак), ВСК) 
ВУК), + +, ВУК] 
则 (5.39) 式 和 (5.40) 式 可 分 别 写成 
у = ФА) 
和 
yè = ФК (К) 
由 于 (уд, a*()}《 二 0, 1, 2,.……， 是 已 知 的 ,当然 它 满足 
yi = ИУ» Už, Ө(К), А] 
其 中 
一 人 
U; = (и%(0), u*(1), ++, u*(k)} 
为 证 明 我 们 的 定理 ,只 需 说 明 , 必 有 "(0 满足 
P* Ck) К) 一 у 
就 行 了 。 这 几乎 是 显然 的 ,只 要 取 


"ОО = то ФУ — ФК) то) 


1 
+ је“ (О 
RET. КЕЗ ТЕЗ ТІ 
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EREHE ARON тр= 9*(《 — 1). 
由 于 对 如 上 选取 的 9*(《) 有 
ж тж aat т ж т 1 
ФУ А) = УК) + ФАО По ДУР 
ХФХОО — ФХАОФЫ) 
= p* (k) m + у — o*m у 
所 以 模型 (5.37) 可 媒人 模型 族 {m аб А) 之 中 . = 
上 述 定理 既 说 明了 非 线性 模型 在 一 定 意义 下 是 可 以 进行 大 范 
围 线性 化 的 (就 时 间 域 而 言 )， 也 给 出 了 构造 这 种 线性 化 模型 的 方 
法 。 
根据 上 述 定理 ,在 处 理 一 般 的 动态 系统 的 预报 问题 时 ,我 们 仅 
考虑 形 如 (5.38 ) 的 预报 模型 就 够 了 。 但 由 于 这 种 模型 具有 随机 时 
变 参 数 ,所 以 所 采用 的 预报 方法 ,应 该 是 多 层 递 阶 方法 。 
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第 六 章 天 气 与 农业 系统 的 预报 


这 里 ， 我 们 简单 地 介绍 多 层 递 阶 方法 在 长 期 天 气 预报 和 农业 
系统 预报 中 的 应 用 情况 。 可 以 看 出 ， 多 层 递 阶 方法 在 解决 长 期 天 
气 预报 及 农业 预报 这 类 困难 问题 中 ,其 效果 是 比较 理想 的 。 





$ 6.1 天 气 系统 及 其 预报 问题 


大 气 系统 是 一 个 非常 复杂 的 大 系统 , 它 由 许多 互相 联系 \ 互 相 
制约 的 小 天 气 系统 ( 子 系统 ) 组 成 。 能 量 的 变化 是 大 气 系统 变化 的 
根本 原因 。 大 气 系统 的 大 范围 变化 是 许 许 多 多 子 系统 变化 的 综合 
结果 。 

从 整个 地 球 来 看 ， 由 外 部 输入 的 能 量 基本 上 来 源 于 太阳 。 而 
大 气 的 能 量 获 得 主要 是 来 自 其 下 垫 面 , 如 海洋 、 陆 地 等 等 。 下 垫 面 
能 量 的 变化 与 天 气 系统 的 许多 因素 有 关 ， 但 其 中 云 量变 化 是 主要 
因素 之 一 。 

天 气 形势 是 以 各 种 气象 要 素来 表征 的 。 从 系统 论 的 观点 来 
看 ， 各 种 气象 要 素 可 以 认为 是 相应 系统 的 输出 。 而 来 自 大 气 系统 
外 部 的 能 量 ， 可 以 看 成 是 系统 的 输入 。 无 论 是 “大 的 ”天气 系统 还 
是 小 的 "天 气 系统 ， 都 是 多 输入 -多 输出 的 复杂 系统 。 另 一 方面 ， 
从 天 气 系统 本 身 的 结构 来 看 ,又 有 着 一 种 随时 间 变 化 的 特征 ,这 种 
变化 ,有 的 缓慢 、 有 的 迅速 。 所 以 天 气 系统 是 一 个 时 变 的 复杂 动态 
系统 。 为 进行 天 气 过 程 的 预报 ， 就 必须 清楚 地 揭示 天 气 系统 的 动 
态 变化 规律 。 因为 预报 问题 的 基本 点 。 就 是 要 依据 事物 自身 的 发 
展 变化 规律 来 揭示 、 推 断 它 的 未 来 。 为 揭示 这 “规律 ,常用 而 有 效 
的 方法 是 正确 地 建立 措 述 系统 的 动态 数学 模型 。 从 系统 理论 的 观 
点 来 看 ,这 就 是 系统 建 模 或 辨识 问题 。 
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ЗЕ TET ЖӘЗМЕ НИВОЕ, ВИТАЛЕ, 
理 来 建立 系统 的 模型 。 这 样 的 模型 称 之 为 机 理 模型 ， 它 反映 了 系 
统 内 部 因素 之 间 的 联系 。 因 而 有 着 明显 的 物理 意义 。 例 如 ， 为 大 
家 所 熟知 的 大 气 热力 -流体 动力 学 方程 组 ,其 中 包括 牛顿 第 二 定律 
方程 ,热力 学 第 一 定律 方程 .连续 方程 .状态 方程 ,水 份 守恒 方程 等 
等 。 这 些 方程 总 起 来 ， 可 以 大 体 上 从 大 气 系统 的 内 部 结构 来 描述 
大 气 的 运动 变化 状态 。 假如 这 组 方程 表示 了 所 有 因素 之 间 的 关 
系 , 而 且 问 题 的 初始 和 边界 条 件 为 已 知 , 则 从 理论 上 讲 ， 它 能 够 将 
预报 任何 未 来 时 刻 的 大 气 状况 。 不 幸 的 是 ， 实 际 上 能 够 应 用 的 方 
程 组 ,虽然 描述 了 多 少 接近 于 真实 的 一 个 大 气 模 型 ,但 是 它们 总 是 
不 完全 的 ， 况且， 大 气 的 初始 条 件 也 很 难 准确 地 确定 .虽然 可 以 
相信 ， 随 着 人 们 对 大 气 过 程 的 知识 的 增加 ， 会 使 大 气 热力 -流体 动 
力学 方程 组 逐渐 完善 ， 但 是 ， 原 始 数据 的 不 充分 将 导致 预报 质量 
随 活动 时 间 周 期 的 增加 而 迅速 下 降 。 另 一 方面 ， 尽 管 已 经 产生 了 
多 少 搂 近 于 真实 大 气 运动 的 机 理 模型 ， 然 而 相应 方程 组 的 准确 求 
解 几乎 是 不 可 能 的 ,因为 它 具有 很 复杂 的 形式 ， 当 然 ,我 们 可 以 依 
赖 于 数值 解 ,但 是 前 述 的 大 气 初始 状态 的 不 准确 性 , 仍 给 我 们 带 来 
很 大 的 困难 ,更 不 幸 的 是 ;许多 经 验证 溉 ,从 现在 熟知 的 大 气 热力 - 
流体 动力 学 方程 出 发 ， 预 报 大 气 状 态 的 最 大 周期 仅 有 一 个 星期 左 
右 ， 超 过 这 个 周期 ， 由 解 方 程 组 所 作 的 预报 与 纯 随 机 预报 已 无 太 
大 差别 。 这 无 疑 给 用 这 种 方法 进行 长 期 天 气 预报 又 带 来 了 新 的 困 
Ж. 

上 述 种 种 ,并 不 是 企图 说 明 , 在 长 期 天 气 预报 中 ,从 大 气 热力 - 
流体 动力 学 方程 组 出 发 的 途径 是 行 不 通 的 。 而 仅仅 是 堤 出 了 一 系 
列 困 难 。 毫 无 疑问 ， 克 服 这 些 困难 的 途径 是 会 被 人 们 找到 的 。 事 
实 上 ,现在 有 些 气 象 工作 者 已 经 做 出 了 一 些 有 益 的 工作 ， 

建立 天 气 系 绕 模型 的 另 一 个 途径 ， 就 是 从 系统 的 外 部 特征 着 
手 , 建 立 它 的 输入 -输出 模型 ， 或 " 纯 输 出 ”模型 。 对 于 建立 这 种 异 
型 最 方便 的 途径 是 ， 把 单一 的 天 气 要 素 或 某 些 紧密 关联 的 要 素 的 
组 合 的 随时 间 变化 的 数据 ， 看 成 一 个 一 维 的 或 多 维 的 时 间 序 列 。 
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然后 用 时 间 序 列 分 析 的 方法 建 模 ， 如 带 有 输入 (预报 因子 ) 的 
ARMA 模型 、AR 模型 等 等 。 以 这 些 模型 为 基础 ， 进 行 时 间 序 
列 的 多 层 分 析 和 多 层 递 阶 预报 。 这 可 能 使 我 们 避免 某 些 非 线性 模 
型 ,从 而 可 能 避免 由 于 非 线 性 模型 所 带 来 的 某 些 复杂 现象 。 

应 用 时 间 序 列 的 多 层 分 析 方 法 ,将 要 依据 大 量 的 历史 资料 ( 数 
据 )， 这 可 以 使 预报 模型 的 建 模 过 程 匠 依据 的 信息 大 大 增多 ,使 所 
得 的 模型 能 较 好 地 反映 系统 的 历史 演变 规律 ， 从 而 有 利于 提高 模 
型 对 于 长 期 预报 的 适应 性 。 

时 间 序 列 模型 ,因为 重点 不 是 依据 动态 系统 的 机 理 而 导出 的 . 
所 以 物理 意义 不 明显 。 因而 这 种 方法 与 观点 ,不 易 为 某 些 气象 
理论 工作 者 所 接受 。 然而 大 量 的 实践 资料 说 明 ， 时 间 序列 的 多 层 
分 析 与 多 层 递 阶 预 报 方法 ,在 解决 长 期 天 气 预 报 的 其 些 问题 时 ,其 
效果 是 良好 的 。 

在 这 一 章 中 , 仅 用 少数 的 实例 来 说 明 这 种 情况 。 








562 关于 春季 平均 气温 的 长 期 预报 


这 里 我 们 所 介绍 的 是 ， 周 期 增 量 法 在 单一 气象 要 素 的 长 期 预 










































































Ж 6л 

вод 1957 | 1958 | 1959 | 1960 | 1961 | 1962 [1963 1964 | 1965 

k ral aia oa ГЕНГЕ а [о 

ya) 3.6 | 2.9| 6.5| 3.0] 4.51 5.0| 6.0| 5.4| 3.7 

年 份 1966 | 1967 | 1968 | 1969 | 1970 | 1971 | 1972 | 1973 | 1974 

„ _|еји ји о о [и 

со) 4.3 | 6.6 ға | 5,6 | 5,1 | 4,0 | 5.9 | 3.9 | 5.0 
“еш 1975 | 1976 | 1977 | 1978 | 1979 | 1980 | 1981 | “1982 
k 19 20 21 22 23 236 25 | 26 
уо) 7.6| 56| 58| 57| 53 a3 | за | ва 














报 中 的 应 用 情况 ， 

我 们 已 得 到 了 某 地 区 历年 来 春季 平均 气温 的 数据 如 表 6.1. 

应 用 这 些 春季 (3-5 月 ) 平 均 气 温 的 原始 数据 ,经 分 析 可 以 人 确 
定 春季 平均 气温 所 满足 的 动态 方程 为 

ук = (Rye + OR)yrzt Ө:()уһ-з + (4) (6.1) 

Ў уь 是 时 刻 《 的 春季 平均 气温 ，9.(X), OA), 600 80 
时 变 参数 , 是 流动 时 间 ，c(《) 是 随机 噪声 ， 

对 于 系统 (6.1) 的 时 变 参数 有 如 下 的 跟踪 公式 








66) 6(%—1) | yk 
(ко |- a |+ 46 ыт (ж. 
5 А Yk- + yka t уз 
ОК) | 09% ғы 1) \ Yk-3 
Ж 6.2 
k Gk) (ТО) 60 
4 0.3100 0.1151 0.1809 
5 | 0.4406 0.3981 0.3071 
6 0.4209 0.3558 0.2804 
7 0.5263 0.4870 0.3437 
8 0.3948 0.3774 0.2384 
% 0.2817 0.2517 0.1337 
10 0.3331 0.3268 0.2171 
11 9.5284 0.4948 0.4624 
12 0.5261 0.4933 0.4611 
13 0.1793 0.1798 0.2568 
14 0.2268 0.2760 0.3438 
15 0.1903 0.2502 0.2916 
16 0.3950 0.5112 0.4159 
17 0.1721 0.3601 0.2832 
18 0.2354 0.4559 0.3481 
19 0.4081 0.5906 9.5519 
20 0.2059 0.4575 0.4481 
21 0.1533 0.3862 0.4012 
22 0.1523 0.3851 0.3512 
23 0.1535 0.3861 0.3912 











g Тук А С Б Пу = ба -1)у- 
= 604 — уу) (6.2) 
其 中 Ôk — 1), 605 — 1), Ôk — 1) 表示 Alk — 1), 04 — 
1), 604 一 1) 的 估 值 。 
依据 前 述 数 据 ,并 选取 时 变 参数 的 初 位 
6,00) = 0.3100 6.00) = 0.1151 6,0) = 0.1809 
ЛИНА БИ (6.2), 可 得 出 时 变 参 数 的 一 系列 估 
值 如 表 62, 
对 上 述 的 关于 0,04), 600 和 OCK) 的 估 值 序列 进行 分 析 
可 以 发 岗 ,它们 各 自 的 变化 规律 , 即 它们 的 增 量 大 体 上 都 有 以 4 为 
周期 的 周期 变化 特征 。 
如 果 从 第 24 年 开始 计算 , 则 这 些 周期 变化 的 增 量 值 分 别 表示 
如 下 : 
关于 6(0 的 周期 增 量 的 估 值 是 
— 0.1121, --0.0910, +0.0537, -+0.1560 
关于 6,(*) 的 周期 增 量 的 估 值 是 
一 0.1414， 一 0.0757， 十 0.0890， 十 0.1346 
关于 би) 的 周期 增 量 的 估 值 是 
一 0.1101， 一 0.0845， 十 0.0784 ， 十 0.1151 
应 用 这 些 增 量 可 从 第 24 年 开始 ， 对 时 变 参 数 004). 94), 
66) 的 值 进行 预 报 。 进 而 又 可 以 对 预报 量 ук) 进行 预报 ， 
应 用 多 层 递 阶 预报 方法 所 得 的 时 刻 24,25, 26 (R 80, 81, 82 
年 ) 的 时 变 参 数 ,y(k) 的 预报 值 及 其 误差 等 见 表 6.3。 


表 6.3 









жө | Ck) | 6,00 б | co | wa 6 











k 5 kæ 
24 1980 0.0623 | 0.3105 | 0.3167 3.9 4.3 -0.4 9.3 

25 1981 0.1160 | 0.3995 | 0.3951 4.8 5.2 -0.4 7.7 

26 


1982 0.2720 | 9.5341 0.5102 | 6.1 6.4 -0.3 47 





жер ја 是 预报 值 ,办 ERRAI, Н. 


Pr = ÔK) Iri + ÖK) r- + 609 


8 = Ў, у 





为 残 差 ， 


平均 相对 误差 为 7% , 预报 效果 较 好 ， 


继续 应 用 上 述 方法 ， 我 们 预报 出 





也 | 为 相对 误差 , 故 由 以 上 结果 知 ,预报 与 实际 观测 值 的 


今后 18 年 某 县 春季 平均 气 








温 , 见 表 64. 
Ж 6.4 
жоо k ôK | Âk) ёю ғ 
1983 27 0.1599 0,3927 0.4001 4.8 
1984 28 0.0689 | 0.3170 0.3156 3.9 
1985 29 0.1226 0.4060 0.3940 5.0 
1986 39 0.2786 0.5406 0.5091 6.0 
1987 31 0.1665 0.3992 0.3990 . 4.6 
1988 32 0.0755 0.3235 0.3145 3.9 
1989 3 0.1292 0.4125 0.3929 3.8 
1990 3% 0.2852 0.5471 0.5080 5.8 
1991 35 0.1731 . 0.4057 0.3979 4.5 
1992 36 0.0821 0.3300 0.3134 3.8 
1993 37 0.1358 0.4190 0.3918 3.7 
1994 38 0.2918 0.5536 9.5969 5.8 
1995 39 0.1797 0.4122 0.3968 4.5 
1996 40 0.0887 0.3365 0.3123 3.8 
1997 41 0.1424 0.4255 0.3907 4.7 
1998 42 0.2984 0.5601 0.5058 5.8 
1999 43 0.1863 0.4187 0.3957 3.6 
2000 44 0.0953 0.3330 0.3112 3.9 














#63 西 太平 洋 夏 季 各 月 份 副 高 面积 指数 长 期 预报 


在 以 下 两 节 ， 我 们 介绍 关于 天 气 形势 的 长 期 预报 . 


西 太平 洋 副热带 高 压 (以 下 简称 副 高 ) 在 夏季 作为 影响 茂 国 降 
水 和 气温 分 布 的 一 个 重要 未 访 系 统 ， 国 内 外 气象 工作 者 对 它 的 长 
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期 预报 问题 进行 了 大 量 的 研究 。 这 方面 的 预报 方法 主要 分 为 两 大 
类 : 一 是 从 副 高 本 身 的 变化 中 寻找 规律 的 预报 ; 另 一 是 用 与 副 高 
变化 密切 相关 的 物理 因子 ， 利 用 各 种 回归 分 析 方 法 建立 预报 方程 
来 做 副 高 的 预报 . 

这 里 我 们 应 用 多 层 递 阶 预 报 方法 ， 进 行 夏季 各 月 份 (6, 7, 8) 
一 高 面积 指数 的 长 期 预报 ,取得 了 良好 的 效果 。 

前 已 指出 ,对 于 天 气 系统 这 样 的 时 变动 态 系统 ,我 们 可 以 把 关 
于 天 气 的 预报 量 , 称 为 天 气 系统 的 输出 变量 ,而 把 预报 因子 称 为 该 
系统 的 输入 变量 、 




















表 6.5 西 太平 洋 6 月 份 副 高 面积 指数 у(Е) 



































(1955—1974 年 ) 有 关 数 据 表 
к | 年 份 | mk | 年 份 | mk | пас С | «ОУ | „и 
ЕН | та 
1 1955 19 1954 494 0.52 0.74 136 520.6 
2 1956 11 1955 502 1.70 0.51 140 507.5 
3 1957 17 1956 498 0.80 0.78 141 522.7 
4 1958 20 1957 499 1.83 0.54 137 507.7 
5 1955 24 1958 504 1.77 0.58 147 511.8 
6 1960 24 1959 457 1.23 0.78 142 507.5 
> 1961 17 1960 496 0.82 0.76 139 516.2 
8 1962 19 1961 499 1.20 0.58 138 520.4 
9 1963 21 1962 500 1.75 0.65 139 506.0 
10 1964 15 1963 497 1.78 0.60 137 506.6 
11 1965 17 1964 501 1.37 0.82 134 508.7 
12 1966 26 1965 500 1.38 0.91 135 503.7 
13 1967 13 1966 499 0.29 0.81 140 518.5 
14 1968 18 1967 507 1.12 0.8: 133 511.3 
15 | 1969 28 1968 498 1.52 0.63 137 505.8 
16 | 1970 27 1969 504 0.63 0.90 137 510.1 
17 1971 21 1970 501 1.32 0.54 143 510.1 
18 1972 17 1971 492 1.18 0.76 136 509.4 
19 1973 20 1972 497 1.50 0.66 142 508.6 
20 1974 S 1973 497 1.43 0.80 140 508.8 
МЕЕ ЗОН пи ај И а тонап А ај а 





根据 长 期 预报 经 验 , 我 们 发 现 前 期 冬季 的 后 3 个 月 (12 月 , 当 


年 1 月 ,2 


ДӘ Н ЖАВ. Араа 


次 克海 高 压 等 方面 的 因子 分 别 与 夏季 各 月 份 (6, 7, 8) 副 高 面积 指 
数 有 较 密 切 的 关系 。 经 过 对 上 述 各 方面 的 诸 因子 认真 的 分 析 比 较 
和 整理 剔除 ， 选 取 前 期 冬季 后 三 月 〈12, 1, 2) 的 极 涡 强 度 (ил, 











на» из), Ў 


洲 地 区 环流 经 向 指数 (ид, Uns из) 纬 向 指数 (ил, мо» 








иә) 东亚 大 槽 位 置 Cn, иа» tn), BERERE (ия» ие. ия). 
作为 预报 因子 , 即 为 系统 的 输入 变量 ,而 将 夏季 各 月 (6,7,8) 的 副 
H КРВАВЕ ЖЕ НЕ НЕ, Н КАНОНИ ЗЕН (у, у» уз). 


表 6.6 西 太平 洋 7 月 份 副 高 面积 指数 (k) 























(1955 一 1974 年 ) 有 关 数 据 表 
年 份 | СО | мај | маску СК | (ӨО | "(АУ 
1955 п 502 1,13 0.83 142 510.9 
1956 7 500 0.93 0.87 138 510.9 
1957 21 488 1.53 0.55 146 503.6 
1958 17 503 1.11 0.70 142 509.9 
1959 23 502 1.20 0.94 138 507.9 
1960 30 504 2.97 0.56 143 515.9 
1961 20 500 1.22 0.77 14 510.1 
1962 22 492 1.35 0.64 142 507.0 
1963 25 497 0.96 0.67 137 521.2 
1964 18 489 1.55 0.67 151 507.9 
1965 14 503 1.28 0.75 140 508.0 
1966 29 499 1.45 0.74 19 503.4 
1967 10 491 1.58 0.74 145 498.9 
1968 18 504 0.61 0.64 143 516.7 
1969 29 503 1.00 0.50 141 509.9 
1970 25 503 0.96 0.67 140 520.0 
1971 17 490 1.53 0.57 140 508.8 
1972 5 490 1.43 0.62 143 504.6 
1973 20 495 1.74 0.48 146 501.8 
1974 10 495 0.80 0.52 144 522.3 








1. 预报 系统 的 数学 模型 


对 于 输入 变量 и, (7 1, 2,3, 4,53 = 1,2,3), 及 输出 
变量 у/(і--1,2,3). 我们 已 掌握 它们 的 历史 数据 如 表 6.5, 6.6, 
6,7, 

由 表 6.5 一 6.7 的 数据 可 确定 西 太平 洋 夏季 各 月 份 副 高 面积 指 
数 长 期 预报 系统 的 数学 模型 为 

ХО) = ФОКА) + vk) = 1,2,3 (6.3) 
其 中 yj(*) 为 一 维 输出 ，vi(*) 为 一 维 白 噪声 ,而 


表 6.7 西 太 平 洋 8 月 份 副 高 面积 指数 《y,(k)) 











(1955 一 1974 年 ) 有 关 数 据 表 

k 年 份 yk) а(К) | а) | АУ | walk) | пук) 
1 1955 12 498 0.93 0.63 137 516.8 
2 1956 12 496 0.31 0.74 138 520.6 
3 1957 14 508 0.60 0.61 138 | 523.1 
4 1958 26 506 1.19 0.78 141 513.2 
5 1959 9 488 1.36 0.56 155 509.8 
6 1960 24 493 1.85 0.50 143 505.8 
7 1961 31 492 1.17 0.57 143 514.1 
8 1962 30 496 1.16 0.64 144 509.8 
9 1963 28 484 1.45 0.62 143 510.3 
10 196+ 14 496 0.50 0.72 154 519.8 
п 1965 10 494 0.93 0.62 150 516.4 
12 1966 26 497 1.89 0.69 141 499.6 
13 1967 18 489 1.16 0.62 149 507.7 
14 1968 17 502 9.52 0.51 151 525.5 
15 1969 23 503 0.85 0.69 141 509.0 
16 1970 23 496 0.95 0.58 147 | 517.5 
17 1971 8 500 0.55 0.52 141 | 525.5 
18 1972 18 492 1.22 0.59 136 | 513.6 
19 1973 23 494 0.89 0.71 151 511.4 
20 1974 10 506 1.00 0.61 142 513,3 




















4075. 





ФИА) = Св — 1), у 2), (6), ак), milk), 
ТОМО) 

Ok) = (ок) ок, ВС), 8:00, ВСК), ВЫК), 
6400). 

系统 (6. ооч 式 如 下 

ди = к — 1) + —8— EOF oi СЛОНА 
— Ф106, — DY 1=1,2,3 (6.4) 
其 中 Ôk 一 1) 表示 64-1) 的 估 值 。 8 可 选取 为 1。 

于 是 我 们 首先 运用 腿 踪 公式 (64) 对 系统 (6.3) 的 时 变 参数 
进行 眼 啼 。 得 到 时 变 参 数 估 值 序列 46i(t)} (= 1,2,3 11, 
2, 5-5, N; N 为 观测 数据 组 数 )， 然后 对 其 进行 分 析 ， 寻 找 其 规 
律 ,建立 其 所 满足 的 预报 模型 (这 里 可 按 6) 的 各 分 量 分 别 建 
立 所 适合 的 预报 模型 )。 得 到 9,(《) 向 前 一 步 的 预报 估 值 N+ 
1)， 再 可 确定 yi() 向 前 一 步 的 预报 公式 为 

ÍN + АМ) = pi (А + 1)Ô*(N + 1) i= 1,2,3 (6.5) 
其 中 ÔN + 1) = (6800 + 1), 6507 + 1), SCN + 1), 
PSN + 1), PSN + 1), BS(N + 1), 
ҚУ + 1)) 


2. 预报 结果 


我 们 用 多 层 递 阶 预报 方法 ,依照 掌握 的 历史 数据 ， 逐 年 对 
1975—1982 年 进行 了 8 年 共计 24 个 单项 的 向 前 一 步 试 验 预报 . 
即 逐 年 补充 前 期 冬季 后 3 个 月 新 掌握 的 数据 , 运用 公式 (6.5) 向 前 
预报 一 步 。 

下 面 以 预报 1975 年 6 月 份 副 高 面积 指数 《y) 为 例 说 明 以 上 
预报 方法 的 应 用 。 设 已 掌握 的 新 数据 如 下 : 

xia(21) 一 494 wn(21) 一 0.74 
xi(21) 一 075 ua(21) = 147 
us(21) = 513.7 
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表 6.8 时 变 参 数 aa Ва, Вл, Ву, Ва, Ва 














的 估 值 表 
| 
k а.) | Ea | Вас | аск а | Êa | ё. 
3 0.1955 0.1922 | -0.0038 | 0.1997 | 0.1997 | 0.1423 | -0.0139 
4 0.1956 0.1923 | — 0.0004 | 0.1997 | 0.1997 | 0.1432 | -0.0105 
5 0.1956 0.1923 0.0004 | 0.1997 | 0.1997 | 0.1435 | —0.0069 
6 0.1956 0.1923 | --0.0002 | 0.1997 | 0.1997 | 0.1433 | 一 0.0102 
7 0.1953 0.1920 | —0.0069 | 0.1997 | 0.1997 | 0.1414 | -0.0172 
8 0.1954 0.1921 | --0.0036 | 0.1997 | 0.1997 | 0.1423 | -0.0137 
9 0.1955 0.1922 | --0.0012 | 2.1997 | 9.1997 | 0.1430 | -0.0113 
10 0.1952 0.1920 | -0.0074 | 0.1997 | 0.1997 | 0.1413 | -0.0176 
11 0.1953 0.1921 | --0.0042 | 0.1997 | 0.1997 | 0.1421 | -0.0144 
12 0.1956 0.1924 0.0049 | 0.1997 | 0.1997 | 0.1446 | -0.0052 
13 0.1949 0.1919 | 一 0.0095 | 0.1997 | 0.1997 | 0.1406 | — 0.0202 
14 0.1951 0.1922 | --0.0033 | 0.1997 | 0.1997 | 0.1422 | -0.0140 
15 0.1954 0.1924 0.0070 | 0.1998 | 0.1997 | 0.1450 | -0.0035 
16 0.1952 0.1923 0.0034 | 0.1998 | 0.1997 | 0.1440 | -0.0072 
17 0.1948 0.1919 | — 0.0048 | 0.1997 | 0.1997 | 0.1417 | —0.0155 
18 0.1947 0.1918 | --0.0064 | 0.1997 | 0.1997 | 0.1413 | -0.0171 
19 0.1948 0.1919 | -0.0026 | 0.1997 | 0.1997 | 0.1424 | -0.0132 
20 0.1942 0.1914 | —0.0182 | 0.1997 | 0.1997 | 0.1380 | — 0.0292 




















表 6.9 西 太平 洋 6 月 份 副 高 面积 指数 (O) 




















(1975 —1982 年 ) 有 关 数 据 表 
UCR) | aK) А) а ӨО | wk) 
21 1975 15 1974 494 0.74 0.75 147 | 513.7 
22 1976 7 1975 | 491 ? 1.07 0.76 145 517.7 
23 1977 21 1976 504 1.13 0.75 136 515.1 
24 1978 19 1977 499 1.52 0.64 145 509.8 
25 1979 30 | 1978 497 1.93 0.59 149 | 502.6 
26 1980 33 1979 496 1.59 0.67 139 | 511.7 
27 1981 21 1980 503 1.19 0.67 131 1 525.0 
28 1982 24 1981 | 497 1.60 | 0.88 | 141 | 501.8 














а нын нан аннан нанын пан нн қан нн 
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由 表 6.5 的 历史 数据 ,可 取 时 变 参数 的 初 值 为 : 


Ga(0) = 0.2 (0) = 0.19 
80) = —0.004 4,00) = 02 
био) = 0.2 6.00) = 014 


7 0.00) == — 0.014 
然后 由 跟踪 公式 〈6.4)， 可 得 到 时 变 参数 的 一 系列 估 值 如 表 6.8, 
对 时 变 参数 估 值 序列 (а) НАС) 1, 25 11,2, 
3,4,5) 进行 分 析 , 可 分 别 根据 各 自 的 规律 ,建立 其 预报 公式 。 这 
里 ， 我 们 对 (ва (0), (аи(к)), (8,000) 采用 参数 的 “ 按 分 量 的 
AR 模型 法 ”, 建 立 各 自 的 7 阶 AR 模型 ;对 (2,00), (400) R 
用 “分 咒 增 量 法 ”而 对 简单 情形 下 的 《ba(《)}, Ak) 则 采用 
“ 取 均 值 法 ”。 і 
于 是 ， 我 们 由 时 变 参数 各 自 的 预报 公式 可 得 : 4101) = 
0.1943, @(21) = 0.1921, (21) 一 —0.0125, 24(21) = 0.1997, 
6921) 一 0.1997, (21) = 0.1423, 621) = 一 0.0136。 进 一 
步 由 公式 (6.5), 便 可 得 到 
9,021) = 41(21)у(20) + GALa) + #21 ни (21) 
ж. иа(21) + #01) а (21) 
十 局 (21)un(21) + #21) (21) 


表 6.10 西 太平 洋 7 月 份 副 高 面积 指数 (7) 














(1975 一 1982 年 ) 有 关 数 据 表 
вва 1н | асю асю |Ә со | vt) 
21 1975 14 391 1.17 0.61 147 513.7 
22 1976 ШЕ .| 502 0.99 0.78 145 514.2 
23 1977 12 | 508 0.34 0.53 143 521.1 
24 1978 6 498 1.33 0.64 140 504.3 
25 1979 32 499 1.64 0.70 148 504.4 
26 1980 26 505 0.85 0.78 134 517.1 
27 1981 25 493 0.64 | 0.71 153 516.4 
28 1982 18 500 1.43 0.73 139 507.1 
| 
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= 0.1943 X 3 + 01921 X 20 — 0.0125 X 494 
+ 0.1997 X 0.74 + 0.1997 X 0.75 
+ 0.1423 X 147 — 0.0136 X 513.7 
~ 12 
类 似 地 , 也 可 得 到 1975 ~1982 年 ул, уз, у 的 预报 结果 . 为 
此 , 先 补充 1975 年 以 后 逐年 掌握 的 有 关 新 数据 ( 见 表 6.9 ~6.11), 
然后 ,用 多 层 递 阶 预报 方法 进行 向 前 一 步 的 预报 ,其 结果 及 误 
差分 析 见 表 6.12--6.14, 
在 表 6.12~6.14 中 ， 乡 (4) 为 预报 值 ，y;(《) 为 真实 值 ，5; 一 





У —у АЖЖ, У, 一 





8] 为 相对 误差, 1—1, 2,3, ERP 


均值 为 : у = 18, у; = 18, уз 18, 预报 的 趋势 评定 中 : “VE 
示 正 确 ,“X” 表 示 不 正确 ， 

从 上 述 预 报 结果 不 难看 出 ， 运 用 多 层 涪 阶 预报 方法 来 进行 夏 
季 各 月 份 副 高 面积 指数 的 长 期 预报 ,由 于 方法 比较 适当 ,再 加 上 选 
取 的 输入 变量 适当 ， 故 而 预报 趋势 的 准确 率 可 达 91.7% ， 预 报 的 
平均 相对 误差 为 9.6%, 这 是 一 般 长 期 预报 方法 难以 达到 的 ， 


564 西 太平 洋 夏季 各 月 份 副 高 西 伸 状 点 长 期 预报 





在 前 节 我 们 曾经 运用 多 层 递 阶 预报 方法 ， 建 立 了 夏季 西 太平 

洋 6~8 各 月 份 副 高 面积 指数 的 长 期 预报 模型 。 预报 的 效果 比较 
Н. 
这 里 ， 我 们 用 “多 层 递 阶 预报 方法 ”对 西 太平 洋 夏 季 各 月 份 

(6~8) 副 高 西 伸 准点 进行 长 期 预报 ， 建 立 了 副 高 西 伸 峭 点 自 适应 
的 长 期 预报 模型 。 在 预报 过 程 中 充分 考虑 到 副 高 这 个 动态 系统 的 
时 变 特 性 。 先 对 系统 的 时 变 参 数 进行 预报 ， 然 后 再 在 此 基础 上 对 
系统 的 状态 (或 输出 ) 进行 预报 。 因 而 克服 了 一 般 过 归 预 报 方法 
由 于 固定 参数 模型 而 追 成 的 较 大 预报 误差 ， 使 预报 趋势 准确 率 及 
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表 6.15 西 太平 洋 副 高 西 伸 疹 点 1955~1974 历史 数据 表 


























k ! З |у СК) | IR) | АаСО| у СК руск) | EH [ук уһ (4-10 
1 1955 120 134 130 155 146 | 1954 95 150 
2 1956 110 115 125 155 155 | 1955 155 140 
3 1957 128 15 134 155 114 | 1956 150 119 
4 1958 125 140 115 124 100 | 1957 119 129 
5 1959 105 10 135 109 115 | 1958 10 138 
6 1960 134 10 133 135 105 | 1959 105 105 
7 1961 113 114 108 155 155 | 1960 85 90 
8 1962 110 110 105 105 155 | 1961 145 104 
9 1963 135 14 105 150 145 | 1962 105 85 
10 1964 110 107 110 135 155 | 1963 135 105 
11 1965 130 113 108 155 105 | 1964 155 155 
12 1966 110 109 103 135 145 | 1965 109 108 
13 1967 130 150 109 155 155 | 1966 145 120 
14 1968 125 144 139 155 155 | 1967 145 128 
15 1969 115 115 125 115 134 | 1968 155 95 
16 1970 120 129 133 135 155 | 1969 115 140 
17 1971 120 119 138 155 155 | 1970 125 120 
18 1972 128 150 128 155 130 | 1971 139 140 
19 1973 114 129 110 99 155 | 1972 125 105 
20 1974 140 135 149 155 155 | 1973 149 140 








预报 精度 均 有 明显 的 提高 。 


1, 预报 系统 的 数学 模型 


由 于 副 高 西 伸 誉 点 受 多 种 因素 影响 ,情况 是 比较 复杂 的 . 我 
们 认为 它 的 自身 发 展 规律 就 是 各 种 影响 因素 综合 作用 的 结果 . 或 


者 说 ， 它 本 身 就 是 各 种 影响 因素 综合 作 

















的 产物 . 


所 以 在 这 里 我 





们 采用 了 纵横 相 结 合 的 自 适应 长 期 预报 模型 。 即 : 从 纵 的 角度 考 
虑 ,由 3 年 左右 一 周期 的 变化 规律 ,建立 预报 当月 与 前 3 年 内 同月 
副 高 西 伸 准点 之 间 的 适应 关系 。 从 模 的 角度 考虑 ， 
AB (11~2 H) 西 伸 湖 点 与 夏季 预报 各 月 份 (6 ~8 H) ИВЕ 


之 间 比 较 密切 的 影响 关系 ， 
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由 前 期 冬季 各 


建立 起 它们 之 闻 的 相应 关系 ， 故 令 














ЖО жаа RE j 月 的 数值 。 其 中 内 为 流动 的 年 
0, i= 1,2, 6,7,8, 1, 12, 


现 已 掌握 的 1955~1974 EA pR A да ВО 7 E R И, 
6.15, 


由 以 上 历史 数据 ,我 们 可 确定 夏季 各 月 份 (6~8) Вр 
点 长 期 预报 系统 的 数学 模型 为 


УСК) = ФОКА) ок) і-6,7,8 (6.6) 
其 中 yj(《) 为 一 维 输出 ，v;(*) 为 一 维 白 噪声 。 而 


ФО) = ОК — 1), yk—2), ylk — 3), »(0» 
ACR), yn Ro 1), уи(к— 1) 


66) = (а (К), (А), iCk) a ВСК), буск)» 
вук), (9) 


系统 (6.6) 时 变 参 数 的 跟踪 公式 为 





дио = да — 
060-0 + т, пре Фоо 


— pO(k—1)} і-6,7,8 (6.7) 


其 中 全 (4 一 1) 表示 68-1) 的 估 值 。 我 们 可 取 2-1, 
在 实际 应 用 中 ,往往 将 (6.7) 式 写成 如 下 形式 


&i(k) а(К— 1) 

сю} la- 

(0) (k — 1) 

(9) - bi(k— 1) 

ЁЮ 160—1) 

ДОЛ 86-1 

BaCk) ЁС = 1) 
+ 8 ПУКК—1) + (А — 2) + УА 3) 
+ AC) + (А) + (К — 1) + уа (К — 191 
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siik — ij 


Гк — 2) 
5-9 
| МО По = ак 0506—10) 
(9 
Қы 
(6 — 1) 





,i(k 1)y;(k 2) á;(k 1)y;(k 3) 
Bulk — 1)ya(k) — ВК — ОО 
ВК 1) yolk — 1) Ё уу (А — 1)} (6.7)* 
其 中 4(%-1), (4-1) (i 二 1, 2, 3; і--1,2,3,4) 分 
别 为 alk — 1), bulk — 1) 的 估 值 。 显 然 (6.7)* 式 便 于 我 们 按 
ÔO 的 分 量 分 别 讨论 处 理 。 
由 时 变 参数 预报 公式 可 得 到 向 前 一 步 的 参数 预报 估 值 eN 
十 1)。 
进一步 可 确定 yj(%) 向 前 一 步 的 预报 公式 为 
IN +1) = pN ÂN +1) і-6,7,8 (6.8) 





其 中 
бм + 1) = (ARN + 1), 5507 +1), 6 + 1), 
БИМ + 1), У + 1), ЕУ + 1), 
БИМ + 1)) 
«ҚУ +1), ОХ) 分 别 表示 ом + 1), pN + 1) 
的 估 值 。 :一 1,2,3; 1 =1,2, с 


2. 预报 的 结果 
由 “多 层 递 阶 预 报 "方法 ， 依 据 历史 数据 , 我 们 逐年 对 1975 ~ 
1982 年 进行 了 8 年 共计 24 个 单项 的 向 前 一 步 副 高 西 伸 脊 点 的 试 


验 预报 。 即 逐步 补充 新 掌握 的 数据 , 运用 公式 (6.8) 向 前 预报 一 
步 ， 


下 面 以 预报 1975 年 6 月 份 副 高 西 伸 状 点 O) 为 例 说 明 预 报 


4 了 84“ 





方法 的 应 用 (为 此 先 补充 已 掌握 的 新 族 据 如 下 : 

у(21) = 145, уљ(20) = 13), ya(20) = 130), 
由 表 6.15 的 历史 数据 ， 可 选取 时 变 参 数 的 祈 值 为 ，&%,(0) = 

0.17,2,'%) == 2.13, 2,(0) = 0.08, #,(0) = 0.27, 6,(0) = 018, 

Êa (O) == 0.13, (09-907. ЖАНА (6.7) 或 (6.7)* 对 

时 变 参 数 进行 限 踪 ,可 得 到 时 变 参数 的 一 系列 估 值 ,参见 表 6.16, 
表 6.16 时 变 参数 а., са, а,. В... В... Bss, Ва 的 估 值 表 


у, (21) = 155, 





























k EK) | гаку | ак | Аск |а | Асю асю 
4 0.1711 0.1309 0.0810 0.2710 0.1809 | 0.1310 | 0.0711 
5 0.1532 0.1126 0.0653 0.2554 0.1666 | 0.1152 | 0.0513 
6 0.1797 0.1441 0.0975 0.2895 0.1956 | 0.1417 | 0.0778 
7 0.1474 0.1189 0.0675 0.2522 0.1704 | 0.1213 | 0.0561 
8 0.1412 0.1115 0.0617 0.2464 0.1618 | 0.1133 | 0.0504 
9 0.1620 0.1329 0.0871 0.2748 0.1912 | 0.1332 | 0.0665 
10 0.1304 0.1071 0.0605 0.2432 0.1573 | 0.1016 | 0.0420 
п 0.1385 0.1171 0.0587 0.2546 0.1687 | 0,1130 | 0.0534 
12 0.138! 0.1167 | 0.0683 0.2542 0.1683 | 0.1126 | 0.0530 
13 0.1432 0.1227 0.0734 | 0.2614 0.1750 | 0.1194 | 0.0586 
14 0.1342 0.1151 0.0544 0.2506 0.1643 | 0.1093 | 0.0469 
15 0.1344 0.1154 0.0646 0.2508 0.1746 | 0.1096 | 0.0499 
16 0.1407 0.1221 0.0716 0.2582 0.1719 | 0.1158 | 0.0575 
17 0.1328 0.1146 0.0635 0.2481 0.1618 | 0.1077 | 0.0496 
18 0.1380 0.1198 0.0684 0.2547 0.1685 | 0.1137 | 0.0557 
19 0.1465 0.1278 0.0764 0.2613 0.1771 | 0.1220 | 0.0627 
20 0.1490 0.1305 0.0790 0.2646 0.1804 | 0.1252 | 0,0657 
对 时 变 参数 估 值 序列 (а СК) ӨКІ = 


„2,3;!=71, 


2,3,4) 进行 分 析 , 并 根据 其 变化 规律 ,可 采用 “分 段 增 最 法 ”确定 
其 预报 公式 ， 即 通过 分 析 (а4(0)Ь (8 (0) 不 难 发 现 ， 每 个 参 
数 估 值 序列 中 的 增 量 Alk) 一 ба(к) — 406 — 1), ДЕА) = 
во 一 Bis( — 1) 的 变化 规律 具有 一 定 的 周期 性 , 其 周期 为 7; 
于 是 可 分 段 确定 Alsk) 及 ДАО 在 一 个 周期 变化 范围 内 各 
中 估 值 ,从 中 排除 了 个 别 的 特殊 情况 ,适当 调整 后 作为 增 量 碳 报 值 
Ад) 及 Abis(), 这 样 就 可 得 到 时 变 参 数 的 预报 公式 为 
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ФМ + 1) = (№) + АДЕМ + 1) і-1,2,3 
БИМ + 1) = (№) + ДЕА + 1) 11,2, 3, 4 
Аа), АЙМА) 的 值 见 表 6.17。 


表 6.17 时 变 参 数 增 量 预报 值 AGf,( 上 )，Apr(A) Ж 
(i =1, 2, 3; l =1,2,3,4) 


k (һам ЈЕО | aasch | Аб) asado lasgan) 








21,28 | -0.0090 | 一 0.0076 | -0.0088 | 一 0.0108 |-0.01071-0.0101/-0.0089 
22,29 | +0.0051 | +0.0060 | +0.0051 | +0.0072 |+0.0067)+0 .0068]+0 .0056 
23,30 | -0.0179 | -0.0183 | 一 0.0157 | --0.0156 |-0.0143|-0.0158|-0.0198 
24,31 | +0.0265 | +0.0315 | +0.0322 | +0.0341 |--0.0290|4-0.0265|--0.0265 
25,32 | —0.0323 | -0.0252 | -0.0300 | —0.0373 |-0.0252|-0.0204|-0.0217 
26,33 | 一 0.0062 | -0.0074 | —0.0057 | 一 0.0058 | 一 0.0086| 一 0.0080| 一 0.0057 
27,34 | 十 0.0208 | 十 0.0214 | +0.0255 | +0.0284 |+0.0294|+0.0199 +0.0161 





于 是 ,由 表 6.17 按 周 期 增 量 法 便 可 得 : 
8921) = 0.14, @(21) = 0.1229, 8:(21) = 0.0702, 
6%(21) = 0.2538, (21) = 0.1697, #021) = 0.1151, 
69021) = 0.0568, 再 由 (6.8) 式 可 得 
9.021) = 4М21)у(20) + R1 )y (19) + 8:(21)у,(18) 
+ 85021)у(21) + #01) 721) 
+ #21) (20) + 6 21)у4(20) 
= 914 X 140 + 0.1229 X 114 + 0.0702 x 128 
+ 0.2538 X 155 + 0.1697 х 145 
+ 0.1151 X 130 + 0.0568 х 130 
~ 129 
类 似 地 ,也 可 得 到 1975~1982 年 у, у, 加 的 预报 值 。 为 此 ，、 
需 先 补 充 1975 年 以 后 逐年 新 掌握 的 有 关 数 据 , 见 表 6.18, 
经 过 对 相应 的 参数 值 进 行 分 析 发 现 ,它们 也 都 具有 局 期 增 量 ， 
所 以 采用 周期 增 量 法 对 参数 进行 预报 。 其 周期 增 量 估 值 见 表 
6.19。 
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Жөлв РАР ЕЕ а 1275 -~ 1982 FHR УУ 












年 份 |у. ју) БУНУ E јул 6-1), 8-1) 
21 1975 130 124 135 155 145 | 1974 130 130 
22 1976 140 142 по 155 155 | 1975 15 155 
23 1977 108 120 142 135 145 | 1976 105 140 
24 1978 120 160 по 100 109 | 1977 5 135 
25 1979 104 105 130 100 150 | 1978 100 135 
26 1980 104 115 по 110 130 | 1979 104 85 
27 1981 126 120 15 по | 145 | 1980 145 115 
28 1982 110 135 138 115 145 | 1981 105 105 























表 6.19 ВТФ ДИЛЕ 44%(8), АЙХА) 周期 变化 表 
(i=1, 2,3; l =1, 2,3,4) 











k | даћу | даску | лаһ) | ABS(K) аак) IABS CR) | айм 





21,27 | 一 0.0066 | 一 0.0064 | —0.0065 | -0.0078 |--0.0084--0.0078|--0.0060 
22,28 | +0.0177 | +0.0168 | +0.0178 | +0.0212 |+0.0165+0.0171 +0.0170 
23,29 | -0.0170 | —0.0152 | -0.0190 | -0.0204 |-0.0204|-0.0164-0.015% 
24,30 | +0.0273 | +0.0296 | +0.0264 | +0.0355 |--0.0356|--0.0318|--0.0321 


25,31 | -0.0241 | —0.0251 | —0.0183 | -0.0192 |-0.0260|--0.0260|--0.0159 











26,32 | +0.0065 | +0.0064 | +0.0083 | +0.0092 |+0.0062|+0.0051|+0.0053 





利用 表 6.20 中 的 数据 对 参数 进行 预报 ,在 此 基础 上 再 对 预报 
最 yo m n 进行 预报 ,其 结果 见 表 6.21623, FE, BEZH 
参数 预报 公式 (69),(6.10)( 包 括 表 6.17,6.19,6.20) 及 公式 (6.8)， 
便 可 得 到 1975 ~ 1982 年 预报 的 结果 , 见 表 621。 表 中 : 900% 
预报 值 ，y(4) ЖАЗИ, 8-)-» МА, У, |2. 0 
对 误差 ，i 一 6，7， 8。 БЕЖІЗИ%9-120,%-12,%- 
122, 预报 趋势 评定 中 的 “VW" 表 示 正确 “x ”表示 不 正确 ， 
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44 199070 | 60Ұ170 | 994170 | ғ<<270 | %<70%0 | 2921'0 | +621 °0 
| 8% 554070 | 218170 | 146170 | 264270 | +£60°0 | 716170 | 157170 
67 09<0%0 | 191170 | 929170 | ғ8ғ770 | 169070 | 9<7170 | 6061'0 | 
п 6%5070 | ДРТТ”О | 075170 | 082270 | 795070 | 261170 | 681170 | 
ЈЕ 559070 | 262170 | 608170 | 617270 | £780°0 | 62Ғ170 | 899170 
E'S 898070 | т801'0 | 790170 | с8#2'0 | 029070 | ест1'0 | 006170 
вт #6900 | 082170 | 282170 | 29270 | 2940*0 | 962170 | 668170 
8'0 895070 | 161170 | 269170 | 8662" 0 | 2040"0 | 622170 | 008170 


~ 
~ 
~ 
~ 
~ 
~ 
~ 
~ 








Og | ОУ | су | аза | Се Оре 

















KEHUU (76) НЫ ӨН 9 ЖҰ 12'9 ж 






“0 二 





1980"0 十 





8620'0+ 8550 1950" 0+ 1520 0+ 0ғ2070-- %<20%0-- 06552 





















ғ 1070- 241070- 851070- 8510'0— 441070- 9510" 0 一 TIyT0"0 一 6255 
10004 61507 0+ 16207 0+ 9160'0+ 5950'0+ 69500 + ffert 82557 
1%2070- 612070- 0420:0- 615070- 962070-- 8t£0°0— Zr£0°0— L222 
901070- 501070— 9110'0— 5%1070- +£10°0— 511070- 951070- 92617 



















Оре“ Орзеу Орзеу Орғ9 Орчеу Орчеу 






(в Е те јр: 1 =>) 
ЖАН Суду Goy БРНЕНИЯӨЗЫН 0279Ж 
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ЕРЕС 
， 


| 





жы 
PE 








E> 


470 І BEI 651 | 982170 | 695170 | 928170 | 188270 | 610170 | TE9T*O | 6/9170 2861 
1761 | сс SIE £6 289070 | 996070 | 016170 | %22270 | 28%070 | 626070 | 220170 1861 
9 | SI 011 SZI | 060170 | #6610 | 908170 | 969270 | 216070 | 29170 | 75170 0861 
Ez = 01 LTI | 450170 | 216170 | Р002°0 | 216270 | <66070 | 908170 | 959170 6461 
St 5 011 511 | ІРЕ070 | 822170 | 999170 | 095270 | 2#80'0 | ҰТ2170 | 560170 8461 
4“ ta Thl IET | £060°0 | 226170 | 619170 | 695270 | 818070 | Е421'0 | £6S1°0 1161 

0 0 оп OTT | 985070 | #201'0 | 0LE1°0 | 6722" 0 | “87070 | 668070 | 61170 9461 
470 1 SEI 9EI | ££80°0 | 652170 | 099170 | 845270 | 599070 | 621170 | 86170 5461 

1—— 




















С | зо руне оу. же | арче | орче | арче | орче | че оче | Өз 





ЕНЕ (4) 





ЭБ ТЕН 8 ҰШ е9 ж 








1302 де Sel | 621 | 698070 | 6651" 0 | 288170 | 266270 | 644070 | 895170 | 26170 2861 

5 gm 021 pill | 989070 | 561170 | 299170 | 602270 | 9%5070 | ЕРЕІ"0 | 961170 1861 
171 z= ыт ЕП | 669070 | ғ02170 | 989170 | 2642" 0 | 009070 | 98170 | 52170 0861 
2796 | 86 sor | жн |14870 | сто | 488170 | 260670 | 220170 | 859170 | 574170 6461 
881 | 05 一 091 061 | 966070 | 12170 | #161'0 | 860670 | £580°0 | 2Е#170 | 099170 8461 
el t= огт 811 | 219070 | 800170 | 615170 | 289270 | <55070 | 061170 | 6561'0 4461 
170 iad īri ІРІ | 252070 | <81170 | 679170 | SESZ*O | 2070 | 692170 | ses1°0 9461 

0 0 а ват | 8960" 0 | +001'0 | 206170 | 929270 | 645070 | 0011701 96170 5461 











RR 
poii 



































20) | i | дрчјарн | орче | 0088 | ag арче | e | үзе орке | 8 





WE (00) ЫЫ БЕ 1 Ба 2029Ж 
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从 以 上 结果 可 以 看 出 ， 应 用 多 层 递 阶 预报 方法 进行 夏季 各 月 
份 副 高 西 促 消 点 的 自 回归 长 期 预报 ,趋势 准确 率 可 达 91.7% ,第 均 
相对 误差 为 64 多 。 从 而 充分 体现 了 这 种 方法 的 优越 狂 . 





565 农作物 单位 面积 产量 的 预报 模型 


农业 生产 的 情况 十 分 复杂 ， 对 作物 单位 面积 产量 影响 的 因素 
很 多 ,除了 一 些 关 系 密切 的 气象 因子 〈 可 有 一 定 的 定量 形式 表示 ) 
外 ,还 有 一 定 条 件 下 的 各 种 社会 因素 及 人 为 因素 (这 些 往往 只 是 定 
性 的 ) ,而 产量 本 身 的 变化 也 在 一 定 程度 上 客观 地 反映 了 各 种 影响 
因素 综合 作用 的 结果 。 А 

为 了 较 好 地 客观 地 反映 错综复杂 的 实际 情况 ， 我 们 不 但 应 考 
虑 到 作物 产量 自身 的 发 展 规律 ， 而 且 还 要 适当 地 考虑 与 作物 生长 
发 育 关 系 密切 的 气象 因子 。 例如 ， 对 小 麦 生产 影响 较 大 的 前 期 
(9, 10 月 份 ) 降 水 量 及 同期 (4,5 月 份 ) 降 水 量 ; 与 玉米 产量 有 关 的 
同期 ( 6 月 份 ) 降 水 量 及 7, 8 月 份 平均 温度 ; 与 大 豆 发 育 关系 密切 
的 7, 8 月 份 降水 量 及 平均 气温 等 等 。 对 于 作物 生长 系统 而 言 , 这 
些 气象 因子 是 不 可 控制 的 输入 变量 。 另 外 ， 我 们 对 一 般 以 定 些 形 
式 表 现 的 社会 及 人 为 因素 可 采用 按 不 同 水 平分 等 级 评分 的 方法 ， 
请 各 方面 有 实际 经 验 的 专家 们 对 各 项 因素 进行 综合 评分 ， 尽 可 能 
使 之 定量 化 ， 我 们 选取 了 良种 推广 .肥料 施用 \ 水 利 排灌 、 农 业 机 
械 、 其 他 因素 U MID 等 六 项 社会 .人 为 因素 作为 可 以 控制 (人 
为 可 以 制约 ) 的 输入 变量 。 而 预报 对 象 一 一 农作物 的 单位 面积 产 
量 则 作为 系统 的 输出 变量 。 

现 已 掌握 这 些 变量 的 历史 数据 见 表 6.24 ~6.26, 

Ж 6.26 中 м.к). walk), ws) 分 别 为 第 和 年 小 麦 、 玉 米 、 大 
豆 良 种 推广 水 平 指数 ,以 历年 来 最 高 良种 推广 水 平 为 100 分 , 较 次 
的 酌情 隆之 ; ualk), «СО. (СО) 均 为 第 《年 该 县 肥料 施用 水 
平 指数 ,以 历史 上 纯 施 化 肥 总 量 及 相应 的 农家 肥水 平 较 高 .施肥 的 
方法 措施 较 好 的 1978 年 为 80 分 (该 年 化 肥 总 量 26118 吨 )， 折 合 
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6.24 МЕРЕ ЖАНР А ИН EK 











































单位 面积 产量 У 单位 面积 产量 У 
时 间 Ств)? OTIR) 
E| жә ; кә [一 一 一 一 一 一 
DE | 玉米 тж | 玉米 | 大 豆 
у“ у у у. Ys 
1 1958 141 269 14 1971 331 394 186 
2 1959 198 | 26! 212 15 1972 |238 | 273 | 151 
3 1960 119 237 164 16 1973 163 351 193 
4 1961 75 | 139 98 17 1974 248 452 209 
5 1962 98 | 16 119 18 1975 |240 | 396 |223 
6 1963 99 167 154 19 1976 274 275 122 
7 1964 167 222 164 20 1977 251 272 146 
8 1965 159 275 209 21 1978 254 479 151 
9 1966 215 256 218 22 1979 247 453 183 
10 1967 250 | 294 200 23 1980 264 360 168 
п 1968 226 263 175 24 1981 335 447 224 
12 1969 223 195 150 25 1982 190 337 102 
13 1970 252 321 206 

















1) 考虑 到 资料 来 源 的 历史 性 ， 在 此 仍 采用 了 斤 、 军 等 非法 定 计量 单位 ，1 斤 = 
0.5 Ку 1 81=666.7 m’, 


为 每 326.475 1% 1/5, 按 此 标准 逐年 评分 ; ма (А), ua(k) ,uns(k) 
均 为 第 年 县 水 利 排灌 水 平 指数 ， 以 历史 上 有 效 灌溉 面积 较 高 的 
1979 年 为 70 2) (87830.6 亩 ), 折 合 1254.7 亩 为 1 分 , 依 此 逐年 评 
分 ; аһ» чок), a(k) 均 为 第 《年 县 农业 机 械 化 水 平 指数 , 按 
各 年 机 耕 面积 占 耕 地 的 百分数 判 分 ;usr(《)，, ча)» uss(《) 均 为 第 
年 其 他 因素 O) KPR, alk), walk), uoh) 均 为 第 不 年 其 
他 因素 UD 水 平 指数 ,分 别 按 不 同年 份 的 不 同情 况 评分 。 

由 此 ， 我 们 可 建立 主要 粮 豆 作物 单位 面积 产量 预报 系统 的 数 
学 模型 如 下 

УК) 一 4(K)y( 一 1 一 2) 十 了 BC)wCA) 
+ C(k)alk) 十 v(k) (6.9) 

其 中 y 一 (pm(A)，w(A)，2(4) 关 为 主要 粮 豆 作物 单位 面积 产 
BADAR; 
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96.25 ” 某 县 有 关 气象 因子 历年 数据 表 














је 10 4,5 7,8 7,8 

"E |e p Еке маш | 月 本 到 РА | 
k (та) w |w, (mm) | 7 алу (mm) 

1 1958 102.0 45.2 39.5 212.0 20.6 
2 1959 184.3 65.9 106.2 250.7 20.0 
3 1960 130.9 86.6 93.7 365.7 20.4 
4 1961 80.7 60.1 94.4 445.6 20.5 
5 1962 41.8 41.5 63.7 615.3 20.3 
6 1963 131.0 125.8 112.2 323.0 20.4 
7 1964 132.9 39.5 38.6 271.9 19.9 
8 1965 69.8 20.9 18.7 299.2 19.6 
9 1966 83.4 45.3 183.8 321.9 20.0 
10 1967 80.4 124.4 37.0 206.7 21.1 
п 1968 | 101.4 51.1 42.7 162.5 21.3 
12 1969 119.1 88.0 62.3 408.1 19.8 
13 1970 110.8 67.5 48.5 212.0 21.1 
14 1971 79.9 99.0 73.3 179.9 19.7 
15 1972 108.9 47.2 101.7 368.8 19.2 
16 1973 139.2 65.4 68.8 352.8 20.7 
17 1974 45.0 93.3 125.0 208.9 21.5 
18 1975 152.3 68.4 215.9 243,3 20.5 
19 1976 49.8 101.9 93.1 149.4 20.0 
20 1977 8.9 121.5 130.8 153.4 20.7 
21 1978 59.2 53.3 111.1 202.9 20.2 
22 1979 87.1 30.6 142.7 171.9 20.2 
23 1980 103.0 41.2 113.1 98.9 21.6 
24 1981 80.8 74.5 94.9 285.0 20.1 














25 1932 54.5 64.8 22.8 277.6 22.6 
УК—1,4—2) = (пик — 1), (4 — 2), lk — 1), 
А(%-2),»(5-1),»(%-- 2))" 
(А) = (walk), walk), walk), walk), walk), 
walk) Y 
子 输入 变量 (向 量 ); 
UCR) = (аа(к), talk), talk), talk), из(К), ма)» 
ни(К)» ual k), ик), чак), и (к), talk), 





为 气象 因 
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表 65.26 某 县 各 有 关 社 会 因素 水 平 历年 数据 表 





























k | 年份 肥料 水 利 | 农机 ”| 其 他 因素 ЕЖП 
Шаа Шашы Чу. ууа Ша Mas Myy Hss Hss | tos te 

11195 | 60 | 50 | 58 | 04 43.5 2.8 60 60 
2 | 1959 | 60|50(|5%| 5 66.2 4.6 50 60 
з | 1960 | во | 50 | 60 | 0.6 22.7 11.8 50 60 
4 | 1961 | 60 | 50 | 60 | 1 9.9 12.5 50 60 
5 | 1962 | во | 50 | 60 | 0.2 6.6 5.7 65 60 
6 | 1963 | во | 60 | 60 | 1 6.6 23.6 78 65. 
7 | 1964 | во | 65 | 70 | 5 10.6 33.5 78 65 
8 | 1965 | 70 | то | 70] 4 11.4 32.5 78 65 
9 | 1966 | 70 179 | 70 | 19 9.9 46.7 65 65 
10 | 1967 | 70 | 70 | 70 | 27 3.8 40.3 60 60 
11 | 1968 |75 | во [70] 28 11.8 25.6 60 60 
12 | 1969 | зо | зо | 70 | 33 14.2 28.5 50 60 
13 | 1970 | во | зо | 70 | 32 19.9 37.8 50 60 
14 | 1971 | во | хо | 75 | 28 24.6 44.3 59 60 
15 | 1972 | 85 | 50 | 75 | 39 25.5 33.2 50 60 
16 | 1973 | 85 | 85 | 20 | 44 16.1 46.3 50 60 
17 | 1974 | 90 |85| so | 32 34.1 44.1 50 60 
18 | 1975 | 95 | 90 | 80 | 28 30.3 78.2 50 50 
19 | 1976 | 95 | 90 | во | 38 61.5 67.9 50 60 
20 | 1977 | 95 | 90 | 80 | 29 41.6 66.7 80 75 
21 | 1978 | 95 | 92 | 80 | 80 42.6 69.6 80 75 
22 | 1979 |100 | 93 | 85 | 61 70.0 75.1 80 75 
23 | 1980 |100 | 95 | 85 | 79 54.9 78.9 9% 30 
24 | 1981 |100 |100 | 90 | 56 34.1 75.7 90 80 
25 | 1982 |100 |100 | 90 | 25 37.8 65.4 95 30 











usl k), us(R), из(К), ие(5)» из(к), ua( Kk)) 
为 社会 因素 输入 向 盟 ; 
WCK) = (а, ок), ок)" 

















为 三 维 的 零 均 值 
4(44)，B(4)，C(A) 均 为 时 变 参数 年 阵 , 且 有 


噪声 ; 
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alk) a(k) 0 0 0 0 
ко | 0 0 а(4) а(4) 0 9 


0 o о 0 суб) (4) 


Balk) Balk) 0 0 0 о \ 
ко-| о о вас) Ва(к) 0 ) 


0 0 0 0 balk) BaCk) 
с) 
(“ Valk) Valk) Valk) та(к) Talk) 0 0 0 


0 0 0 0 0 0 Valk) Talk) Talk) 
0 0 0 0 0 0 0 0 9 


та (К) Valk) табк) 0 0 0 0 0 0 
0 0 O (4) Valk) Valk) Tolk) Talk) Tolk) 
由 多 输出 系统 输出 的 可 分 离 性 , 系统 (6.9) 可 分 解 为 如 下 的 单 
输出 系统 $ 
УСК) = mlk) — 1) + ауу (А 2) + Bui(k) w(K) 
+ 805) () + т, kul k) + ту Кик) 
+ 7304); lk) + 7 СОа k) + ту(Кји(К) 
“(000 + о) 1=1,2,3 (6410) 


0 0 0 0 о 0 0 0 0 | 


жн 


Pik) = Сук 1), yik — 2), пуку, ву (Қ), ulk), 
ша), milk), «(Қ)» (8), њ/(К)) 
0:05) = (а. (А), а (А), Bulk), Ву(к), 7.06), 706), 
уз (А), (А) 250), Toil k)) 
则 (6.10) 式 可 改写 为 
УК) = Ф10)0,() + olk) 71, 2,3 (6.11) 
这 就 是 我 们 借以 进行 预报 的 基本 数学 模型 。 
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$566 试验 预报 的 结果 与 分 析 


运用 多 层 递 阶 预 报 方法 ,我 们 先 了 到 N = 22; h == 1,2, 3， 即 
利用 1979 年 以 前 数据 ,对 1980, 1981, 1982 年 的 单位 面积 产量 进 
行 试验 预报 。 下 面 以 玉米 为 例 说 明之 。 

由 历史 数据 , 经 参数 跟踪 ， 可 得 到 玉米 单位 面积 产量 (y,) 的 
一 系列 参数 估 值 如 表 6.27, 

对 {&(R)}, (6,00), (Тај =1,2;7=1,2;1н1, 
2,3.4,5, 6) 进行 分 析 , У (ал {Ga(《)} (воску 可 采 
用 “周期 增 量 法 ”, 其 余 的 采用 “多 层 AR 模型 法 ”， 分 别 确定 它们 
的 预报 值 ， 例 如 ,我 们 可 得 аа) 的 周期 增 量 估 值 如 下 





一 0.0828 4--23,28,33,-- 
十 0.1084 4-74,29,34,-- 
ДЕА) 一 4 一 0.0945 4--25,30,35,-- 
十 0.1345 4--26,31,36,.-. 
十 0.0356 k =27, 32, 37, > 


又 例如 ,我 们 可 得 关于 {fa(k)} 的 7 阶 AR 预报 模型 如 下 
ФО = 0.202300 — 1) + 0.20350 (А — 2) 
+ 01548 (4 — 3) + 0.153100 — 4) 
+ 0.10388%(% — 5) + 0.10422%(% — 6) 
+ 0.1036ĝ%(k — 7) 





由 参数 预报 公式 得 到 参数 预报 估 值 之 后 ， 进 一 步 得 出 某 县 玉 
Ж 1980 ~ 1982 年 单位 面积 产量 预报 值 及 其 与 真实 值 比较 误差 分 


析 结 果 , 见 表 6.28, 











表 中 ?一 9) 一 У IRE, 9 一 |2 | 为 相对 误差。 由 


以 上 结果 可 知 ,预报 的 平均 相对 误差 为 1.0%。 
如 果 用 同样 的 历史 数据 ,采用 一 般 的 多 元 回归 分 析 方 法 , 则 可 





得 到 (к) 的 预报 公式 为 
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р АС 


559570 
5690 
488770 
шаг” 
њопе" 0 
aeto | 
667% 
29470 
670 
9:06'0 | 
23600 | 
689270 
444270 
566770 
520850 
#10270 
в022'0 
042270 
2061%0 
192270 


Она 





929570 
156570 
900570 
+562'0 
1970 
59550 
5805" 0 
0%6270 
99:70 
202570 
9270 
868270 
946270 
264270 
%22670 
126270 
016270 
415270 
416170 
812270 


суа 





614270 
%5627 
681270 
501270 
29520 
114270 
99:270 
065770 
219270 
49270 
050770 
251270 
112270 
480770 
866270 
242270 
600270 
110270 
976170 
150270 


рта 



































05600 %89270 4550 09270 955170 299570 Е68270 
55270 6ж270 #5850 #2600 210270 158970 566870 
090270 6170 694270 162270 924070 6yT5 0 SETIO 
%Ұ0270 ЕЕ6170 604270 44-70 649070 98%270 59017 
99270 611270 060670 55520 266070 56570 595" 
10ғ270 12270 1445361) %Р 270 956170 591970 6870 
212270 90270 086270 525270 292170 61970 но 
%91270 56617) 624270 %92220 650170 48870 

18270 592270 01470 42870 %26170 612970 181570 
10270 641270 8РІЕО 69270 589170 185570 ІСІН0 
040770 £081°0 622270 611270 о 865270 548170 
181270 <%6170 995270 ғ02270 066170 664570 200570 
861270 6002%0 064270 262770 68t1°0 15660 829570 
41270 926170 SESTO 8812'0 SLELO "560 %65270 
102270 250270 000670 12520 466570 020570 24%70 
291270 460270 674270 1354440 十 ZSZ 0 1150 65870 
640270 866170 612270 680270 227770 1+05' 0 15620 
08020 866170 622270 060270 26000 0905 ' 0 99с770 
650270 166170 116170 996170 08170 109170 114170 
660270 09270 812270 680770 808270 1415 0 95T80 
ҚАО | а й 
Ор оу ач | ор" | ag Ор» Оре 
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ве. 某 县 玉米 单位 面积 产量 试验 预报 结果 及 其 误差 分 析 表 
а.к) | 2) 


0.1024 | 0.2398 | 0.3213, 0.2215 | 0.2231 
0.1427 | 0.2414 | 0.3299 | 0.2257 | 0.2256 
9.1313 | 0.2435 | 0.3391 | 0-2305 0.2314 





Всю | РАСК) | Фо | PRCO 







k | жө |а0 
23 1980 0.1065 
24 1981 0.2149 
25 1982 0.1204 












0.3306 
0.4832 
3.4199 



























ô v(%) 













k 年 份 | PRCO | PR) | ФОО | 500 | УЮ 
23 1980 | 0.2474 | 0.3337 | 0.3162 | 355 30 一 5 1 
24 1981 | 0.2538 | 0.3388 | 0.3219 | 442 447 一 5 1 













1982 





0.3455 | 0.3288 











0.2622 335 337 


(4) --0.11289,5-1)--0.52859(4-2)-- 0,1954 (5) 
+ 21.1752wa(k) — 0.4432m (k) + 2.2741(%) 
— 0.0608u(k) + 34096 (4) — 1.7957us() 
— 0.801 1us( k) 
试验 预报 结果 及 其 误差 分 析 见 表 6.29。 



















表 6.29 
k 年 份 | a sD | 6 у (%) 
23 1980 360 8.9 
24 1981 447 32.2 
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从 上 可 知 其 预报 平均 相对 误差 为 19.3%， 与 多 层 递 阶 预报 的 
结果 ( 表 6.29) 相 比 较 , 显 然 多 层 递 阶 预报 的 祖 度 要 高 得 多 。 

类 似 地 ,也 可 得 到 小 麦 . KE '980~ 1982 E ARARE A 
验 预报 结果 。 


567 ”主要 农作物 单位 面积 产量 向 后 
18 年 的 预报 结果 


在 前 节 试 验 预报 基础 上 ， 可 继续 运用 多 层 递 阶 预报 方法 ， 取 
N 一 25,4 一 1,2,.……，18. 即 用 1982 年 以 前 的 数据 ,对 1983~ 
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ги сен 87121 ІСІ 64 
8-02 87681 9802 8°84 ЕВИ 
98°07 +'982 17981 8'ТЕ МАЗ 
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ж6.1 各 社会 因素 逐年 水 平 预计 表 

















к | 年 份 农机 “| 其 他 因素 | 其 他 因素 I 
312 #32) 3) 41) а» Ба із ths2> ts3ltor аду Поз 
26 | 1983 75 95 85 
27 | 1984 80 95 90 
28 |1985 80 100 95 
29 | 1986 80 100 95 
30 | 1987 80 100 95 
31 | 1988 80 100 95 
32 | 1989 80 100 95 
33 | 199 85 100 100 
34 | 1991 85 100 100 
35 | 1992 85 100 100 
36 | 1993 85 100 100 
37 | 1994 85 100 100 
38 | 1995 100 90 100 100 
39 | 1996 J 100] 100 90 100 100 
40 | 1997 |1 f под 100 9 90 100 100 
41 | 1998 100] 100 100 90 100 100 
42 |1999 | 100] 100) 100 100 95 90 100 100 
43 12000 | 100 100] ТТ! 100 100 95 100 100 











表 6.32 EX (у) RKE O) 单位 面积 产量 1983-2000 
年 预报 结果 


НЕ 年 份 EX у, Ке у. Мај 


ЖУАН ДМ ы, | 玉米 у 大豆 
(Н/Е) | 


СОЕ | k (ниша) 








26 456 195 | 1989) 582 274 38 | 1995 623 288 
27 494 214 1990] 552 232 39 | 1996 687 299 
28 478 288 |34 |1991] 606 270 40 | 1997 602 356 
29 518 2 | 35 1992] 545 244 41 | 1998 682 295 
30 443 267 | 36 |1993 607 315 42 | 1999 769 334 


31 526 238 |37 |1994 680 252 43 | 2000 685 303 


2000 年 的 单位 面积 产量 进行 预报 。 为 此 , 我 们 必须 先 将 预报 名 年 
的 气象 因子 的 值 预报 出 来 ， 社 会 因素 的 各 种 水 平 根 据 实 际 情况 初 
步 确定 下 来 , 现 将 结果 列 人 表 6.30, 
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ве. 91557011 29970 | 8247" 0 | 166270 | 9202" 0 | 85666'0 
455 562570 | 825%70 | 694270 | 286270 | 620270 | 5676'0 
zit 542Ұ70 | 0IyE 0 | 694270 | #4620 | #202"0 | #1650 
62» 552670 | 266670 | Ұғ2270 | 696770 | 170270 | 262570 
055 #205'0 | 196670 | 114270 | 156270 | 690270 | 457570 
61Р 461870 | 668870 | 269270 | 6Ғ%270 | 690270 | 222570 
ғо» 081670 | 026570 | 089270 | 2662 0 | 690270 | 802+ °0 
#15 %91670 | 206870 | 899270 | 626270 | 690270 | 1615'0 
"66 681670 | 262670 | 9592" 0 | 026270 | 290270 | 52160 
085 16170 | 24250 | 299270 | 216270 | 290270 | 251670 
234 ТІ1670 | 862670 | 929270 | 606270 | 950270 | #Е15'0 
095 460670 | 941570 | 9452" 0 | 992270 | 090270 | 6%0%70 
ТРЕ +е0е" о | 641570 | 2452"0 | #9272" 0 | 190270 | 90670 
[432 150670 | *075"0 | 8852"0 | 822270 | 150270 | 890570 
576 850570 | #6150 | 976270 | 247270 | 990270 | 4505 0 
йе 220570 | 841570 | 195270 | 792270 | 250270 | 1#05'0 
25% 466270 | 61670 | 865270 | 562270 | 860270 | 11070 
862 676770 | 66160 | 226770 | 787270 | 060770 | %86270 

— 
EEP | арче | арче | арче | орча | аз арза 
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类 似 前 面 介绍 的 方法 ,通过 对 参数 进行 跟踪 ,分析 、 建 立 其 巴 
报 公式 ,进而 由 公式 (6.13) 得 到 у, 000 一 1,2, 3) 的 各 年 预报 
值 , 见 表 6.32, 6.33, 





506 小 麦 单位 面积 产量 的 多 层 递 阶 自 回归 预报 


由 于 某 种 原因 ， 有 时 我 们 不 能 全 面 地 掌握 有 关 预 报 因子 的 入 
需 数据 ,可 以 不 考虑 这 些 因素 ,而 对 预报 量 自身 的 变化 规律 进行 分 
析 ,进而 建立 起 它 所 满足 的 AR 模型 或 ARMA 模型 。 

以 下 用 关于 某 县 的 小 麦 单位 面积 产量 预报 的 实例 ， 来 说 明 这 
种 途径 的 应 用 情况 . 

我 们 已 得 到 茶 县 小 麦 单位 面积 产量 的 历史 数据 , 见 表 6.34。 














































































































表 5.33 
年 份 |1955 | 1956 | 1957 | 1958 | 1959 | 1960 | 1961 | 1962 
k 1 3 | 4 5 в ж ж 
қо 162 | 198 | 170. | 243 | ояз | оза jas |as 
== = = 一 一 一 一 一 
年 份 1963 | 1964 | 1965 | 1966 1967 1968 1969 1970 
| | | |- 
k 7 3 9 10 11 12 13 14 
IKD (ТӘ) | 126| 162 | 153 170 | 243 243 231 197 
= == == = = == 
+0 1971, 1972 | 1973 | 1974 | 1975 | 1976 | 1977 197% 1979 
k 15 16 | 17 | 18 | 19 | 20 21 ж 22 
59 143 | 126 | 123 | 194 | 187 | 166 | 147 31 165 














ЖЗ 1961, 1962 和 1978 年 的 数据 ,很 明显 是 反常 的 , 不 符合 
一 般 规律 . 在 计算 过 程 中 应 该 将 这 几 个 数据 剔除 . 
由 上 述 的 历史 数据 ， 可 确定 小 麦 单位 面积 产量 的 动态 方程 是 
二 阶 AR 模型 
у = Ol k) Yr + Ol k)yr- + er (6.12) 
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选取 时 变 参 数 的 初 值 为 
6(0) = 11251 6,(0) 一 一 0.0962 
应 用 跟踪 公式 ,可 得 到 时 变 参数 的 一 系列 估 值 见 表 6.35。 





















































Ж 6.35 
бо 1.1251 1.0666 1.1728 | 0.9884 1.0432 1.2964 
ба | 0.0962 | –о.1э2% | 一 0.0372 | 一 0.2001 | —0.1325 | 0.1552 
| 
k 9 | 10 Т 12 14 
био 0.9834 | 1.0722 1.2513 0.9896 0.9627 0.9166 
Ôk) | 0.0573 | 0.0367 | 0.1979 | 0.0148 | —0.0121 | -0.0606 
k 15 16 | 17 18 19 
био 0.8662 0.9283 | 0.9662 1.7599 0.8594 
дк) =0.1197 | —0.0342 | 0.0091 0.3098 0.1626 








1693, (6) 分 别 进行 分 析 , 由 “周期 增 量 法 ”可 得 到 
相应 的 预报 公式 如 下 
000) = к= 1) + АВС) i=1,2 (6.13) 
其 中 АбҚА) 与 А6 (5) 取 值 见 表 6.36。 








Ж 6.36 
k | 2000 40:0) 
20, 23, 26, 29, 32,-- 一 0.1032 一 0.0731 
21, 24, 27, 30, 33,“ +0.0242 +0.0327 
22, 25, 28, 31, 34 十 0.0821 +0.0442 





表 6.37 











2 2 кю | ж 
ФОО | AW | села) | (тла) 


159 


k #8 





20 1976 
21 1977 


0.0895 
0.1222 
0.1664 








0.8625 153 
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进而 可 得 小 麦 单位 面积 产量 的 预报 公式 为 
#06) = ВК — 1) + #2009 — 2) (6.14) 
应 用 (6.13),(6.14) 式 得 到 的 时 刻 20, 21, 22 (80 1976, 1977, 
1979 年 ) 的 时 变 参 数 、 预 报 值 УК) 及 其 误差 分 析 见 表 6.37, 
由 以 上 结果 可 知 ,其 预报 的 平均 相对 误差 为 3.8%. 
在 此 基础 上 ,继续 运用 公式 (6.13) 和 (6.14), 即 可 预报 出 向 后 
18 年 某 县 小 麦 单位 面积 产量 的 结果 , 见 表 6.38, 


Ж 6.38 


2629) 769) 
А EO B| сло k Je el 的 











569 关于 农业 总 产值 的 预报 


最 后 我 们 给 出 一 个 关于 某 县 农业 总 产值 的 预报 实例 ， 在 这 个 
例子 中 ， 对 于 时 变 参数 的 预报 估 值 的 获得 我 们 应 用 了 “周期 变化 
法 "“。 这 是 因为 在 相应 的 预报 模型 中 ,时 变 参数 自身 的 变化 是 大 体 
上 有 周期 性 的 缘故 。 

现 已 得 到 某 县 农业 总 产值 的 历史 数据 , 见 表 6.39, 
其 中 y(*) 是 时 刻 的 农业 总 产值 ， 按 1970 年 不 变价 格 计 
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由 历史 数据 ， 可 以 确定 某 县 农业 总 产值 的 动态 方程 为 二 阶 
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年 份 | 1955 | 1956 | 1957 | 1958 | 1959 | 1960 | 1961 | 1962 
k 1 2 3 4 5 6 7 8 
(958, | әзі | әгі | 3056 | 1902 | 2602 | 1592 | 1662 | 215 
петим as 
年 份 | 1963 1964 1965 1966 | 1967 1968 | 1969 | 1970 
k 9 ю | Т 12 13 14 18 16 
д, 2549 | 1866 | 3069 | 2771 | 3671 | 5010 | 3331 | 4692 
2122 | | == = 
年 份 | 1971 1972 | 1973 | 1974 | 1975 | 1976 | 1977 | 1978 | 1979 
k 17 | 19 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 
69, 4519 | 3976 |498 | sono | чаве | 5191 | 4559 | a392 | 4515 

















































































бю 0.6977 | 0.3092 | 0.4198 | 0.2638 | 0.2644 | 0.5519 
бю 0.7074 | 0.4124 | 0.5901 | 0.4761 | 0.4770 | 0.7524 
—— 一 

k 9 | 10 Т 12 в | N 
би) 0.5903 | 0.2897 | 0.5084 | 0.4271 | 0.441 | 9.6458 
бо 0.7825 | 0.5331 | 0.8319 | 0.7825 | 9.7979 | 0.9524 

k 15 21 
Êk) | 0.2041 0.3822 | 0.2129 | 0.3038 | 0.3940 | 0.2973 
0.8182 | 0.6424 | 0.7457 | 0.8240 | 0.7369 








AR 模型 (6.12), 经 选取 其 时 变 参 数 的 初 值 为 
0.(0) = 0.6977 0,(0) = 0. 

于 是 ,经 参数 跟 队 ,可 得 到 一 系列 参数 估 信 , 见 表 6.40, 
对 (0,060), (6) 进行 分 析 ， 不 难 发 现 , 两 序列 虽然 上 下 


摆动 ,但 有 一 定 变化 规律 ,基本 上 按 8 年 一 周 
当 整 理 后 ,可 近似 地 得 到 时 变 参数 的 预报 值 ， 
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7074 


тәме, ZABE 
参见 表 6.41, 
































应 用 以 二 参数 预报 值 及 уУСО 的 预报 分 式 (6.14), 可 得 到 
1976~1979 年 的 试验 预报 结果 及 其 误差 ,参见 表 6.42。 
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АРАК ЖТА Я Н, MRFS REA 7.4%. 

为 此 ,继续 应 用 上 述 公式 , 便 可 预报 出 本 世纪 末 之 前 各 年 的 农 
业 总 产 填 。 其 结果 见 表 6.43, ДН?) 已 按 1980 年 不 变价 格 换 
算 成 >. 
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第 七 章 ”工业 经 济 系统 的 预报 


在 这 一 章 ， 我 们 讨论 工业 经 济 系统 的 预报 问题 。 以 油田 产量 
预报 产品 销售 量 预 报 和 工业 总 产值 预报 为 例 ,来 说 明 多 层 递 阶 等 
预报 方法 在 工业 经 济 系统 中 的 应 用 情况 ， 


$7.1 油田 产量 的 预报 


1. 预报 模型 的 建立 


注水 开发 油田 的 动态 预报 ， 一 直 是 引起 油 藏 工程 界 极 大 兴趣 
并 致力 研究 解决 的 问题 动态 预报 的 指标 很 多 ， 其 中 尤 以 油田 产 
油 量 和 产 水 量 最 为 人 们 所 关注 。 

油田 开发 多 年 以 来 ， 产 量 预 报 问 题 一 直 没有 得 到 令 人 满意 的 
解决 ， 目 前 油田 规划 中 所 应 用 的 指标 预测 方法 ， 主 要 是 经 验 预测 
方法 。 这 种 方法 的 预报 误差 较 大 ,而 且 随 着 预报 时 间 的 增长 ,误差 
还 将 继续 增 大 。 其 预报 结果 还 受 许多 主观 因素 的 影响 . 

” 随 着 油田 注水 开发 形势 的 发 展 和 油田 储量 参数 研究 工作 的 不 
断 深 入 ,对 油田 规划 精度 的 要 求 也 越 来 越 高 ， 因 此 ,寻求 一 种 基础 
理论 成 熟 \ 不 受 主观 因素 影响 ,方法 简单 、 预 报 精度 较 高 的 油田 产 
量 预报 方法 是 非常 迫切 的 并 具有 较 大 的 经 济 意义 ， 

油田 动态 预测 ,是 一 个 多 种 因素 相互 制约 、 相 互联 系 的 复杂 问 
题 ， 办 此 用 比较 狭隘 、 孤 立 的 方法 来 解决 这 类 问题 ,效果 是 不 会 尽 
如 人 意 的 . 

分 析 目 前 所 利用 的 预测 方法 ,其 预报 误差 较 大 的 重要 原因 ,是 
把 整个 (或 部 分 ) 油 田 看 成 了 一 个 非 时 变 的 动态 系统 。 而 油田 事实 ， 
上 是 一 个 时 变 的 动态 系统 ， 用 一 个 定常 参数 的 数学 模型 来 抄写 一 
个 时 变 参 数 系统 ， 这 就 必然 存在 着 较 大 的 差异 ， 而 用 这 种 模型 进 
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行 预报 , 其 预报 误差 自然 会 更 大 一 些 。 

前 面 所 提出 的 多 层 北 阶 预报 方法 ， 其 旦 的 就 是 为 了 解决 时 变 
参数 系统 的 预报 问题 。 通 过 大 庆 等 油田 的 预报 实践 可 以 证 明 ， 用 
这 种 方法 进行 油田 产量 预报 ,能够 大 大 提高 预报 精度 。 此 外 ,这 种 
方法 还 具有 所 需 信息 少 、 算 法 简单 ,便于 推广 等 优点 。 它 可 以 在 微 
型 机 上 很 容易 地 实现 ， 完 成 一 次 预报 只 需 用 机 时 几 分 钟 。 与 数值 
模拟 法 、 经 验 统计 法 比较 ,不 但 节省 人 力 ,而 且 节省 时 间 , 从 而 大 大 
提高 了 工作 效率 。 ; 

对 于 任 一 给 定 的 实际 问题 ， 用 什么 样 的 数学 模型 进行 描述 和 
分 析 最 好 ， 主 要 取决 于 问题 的 物理 性 质 。 注 水 开发 油田 的 理论 和 
实践 都 已 表明 ,如 果 不 采 取 任 何 措施 ,一 个 油田 的 产 油 量 一 定 是 随 
着 含水 上 升 而 递 降 ， 而 产 水 章 随 着 含水 上 升 而 递增 。 对 于 不 同 的 
油田 来 说 ,由 于 地 质 特 征 、 原 油性 质 及 开采 方式 等 差异 , 递 降 .递增 
的 特点 也 不 尽 相 同 。 但 是 只 要 能 准确 地 预测 无 措施 条 件 下 产 油 量 
的 递减 规律 和 产 水 量 的 递增 规律 ,就 会 给 油田 开发 规划 的 制订 , 带 
来 极 大 的 方便 . 

然而 ,油田 开发 的 实际 问题 很 复杂 ,每 年 的 开 井 数 具 有 一 定 的 
随机 性 。 每 年 采取 措施 的 时 间 和 采取 措施 的 工作 量 ， 也 都 具有 一 
定 的 随机 性 。 各 种 措施 的 有 效 期 间 题 ， 也 并 不 十 分 清楚 。 所 有 这 
些 都 为 研究 油田 产 油 量 的 自然 变化 规律 带 来 了 一 定 的 困难 ， 因 而 
将 增 大 我 们 的 预报 误差 , 

分 析 油田 日 产儿 晤 的 变化 情况 (产量 构成 曲线 )， 可 以 得 出 如 
下 两 点 结论 : 

1. 由 于 袖 田 追求 菜 一 含水 条 件 下 的 稳产 ， 所 以 每 年 必须 采取 
一 定 的 稳产 措施 ， 而 稳产 措施 的 采取 由 于 受 钻井 。 实 施 等 诸 方面 
客观 条 件 的 约束 ,又 不 可 能 是 无 限制 的 . 

2. 以 年 为 单位 期 间 , 以 季 ( 或 月 ) 为 单位 时 间 步 长 ， 可 以 看 出 ， 
若 扣除 对 应 时 刻 ( 季 或 月 ) 的 措施 增产 油 量 ， 所 余 的 产 油 量 是 递减 
的 。 这 种 包含 产 油 澡 自然 递减 和 部 分 措施 产量 递减 的 趋势 〈 称 为 
综合 递 碱 ) 也 具有 一 定 的 规律 性 ， 

"208 • 



























































基于 上 述 两 点 ,从 统计 观点 出 发 ,在 以 下 的 讨论 中 我 们 假定 : 
各 种 措施 产 油 量 在 第 二 年 以 及 以 后 逐年 的 递 降 , 服 从 “ 老 井 ”的 递 
降 规律 。 

在 上 述 假设 的 基础 上 ， 以 某 一 年 末 的 产 油 量 (我 们 确定 为 
1972 年 ) 做 为 产量 递减 的 基点 。 以 年 、 季 或 月 递减 率 作为 各 阶段 
的 递减 率 。 可 以 算出 递减 变化 的 产量 时 间 序 列 

0.01), 0.02), ---, О (0) 
NN 是 数据 的 个 数 . 
以 某 油田 的 实际 数据 为 例 ， 其 产 油 量 自 然 递 减 的 历史 数据 见 


表 7.1。 
3 
8.00 | 7.84 | 7.57 







8 9 10 





















8.21 1.19 | 7.24 7.05 | 6.67 | 6.35 | 6.15 
















































13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 
QoAk) | 6.01 | 5.87 | 5.64 | 5.59 | 5.55 | 5.56 | 5.52 | 5.13 | 5.03 | 4.93 
k 23 24 | 25 | 26 27 | 28 29 





4.68 | 4.60 | 4.56 4.36 





4.47 








4.36 









4.28 









































































































ола) | 2.33 | 2.84 | 2.81 | 2.95 | 3.13 | 3.53 | 3,88 | 4.15 | 4.65 | 5.02 
Ааа ніс аа. Май 
k 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
0.8) | 5.43 | 6.22 | 6.79 | 7.69 | 8.40 | 9.31 | 10.17 10.96) 12.33) 12,81 
== === А 
k 21 22 23 | 24 | 25 | зе | 27 | 28 | 29 
о.) 13.67 14.10 14.48 | 15.26) 15.83) 17.03) 17.3Ц 18.52) 19.48 




















室内 水 驱 油 实验 研究 结果 和 油田 小 井 距 原油 层 注水 开发 全 过 
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程 均 已 表明 ,随时 间 的 六 长 产 油 量 以 指数 趋势 递 降 , 产 水 量 以 指数 
趋势 递增 。 结 合 对 前 述 的 数据 分 析 ， 可 以 得 出 自然 递减 的 产 油 量 
040 满足 
QAR) = ок) + BARK + vok) (7.1) 
Hh k МІН, voCk) 是 随机 噪声 , о.(4), ВК), Yk) 是 时 变 参 
数 ， 
同样 可 以 得 出 产 水 量 90。(*) 满足 
0.00 = пак) + ВК 十 (К) (72) 
其 中 vw(%) Жаран, tulk), ВСК), Tulk) 是 时 变 参数 。 
我 们 把 模型 (7.1) 和 (7.2) 统 一 的 写成 
OCR) = alk) + BOKY + (4) (7.3) 
把 第 四 章 所 得 出 的 跟踪 公式 应 用 于 模型 (7.3) 后 有 


Жыл (48-1) | 5 Т 
[ка -hi-o i кар a 


#00] ча-1)/ 
0006) — ак — 1) — К — пио] (74) 
其 中 6 是 适当 选取 的 常数 ，@(4)，6(k)，7(k) 表示 alk), 84), 
2(4) 的 估 值 。 而 
да = 1 
bri а јао» 
cgi = КА — па А 
НЕВИНИ. ЗН РЕЖО- АЛИ 
后 ,应 依据 这 些 估 值 寻求 关于 参数 的 “将 来 ” 信 的 预报 算法 .前 已 
指出 ,可 以 根据 不 同 的 情况 ,采取 AR 六 型 法 、 定 常 增 最 法 、 周 期 
增 量 法 广义 的 AR ЖЕЛЕ, 5 (十 НА), КА + 814), 
PUR H ALR) 是 由 适当 的 方法 所 得 到 的 关于 a( +A), 8k +), 
ТОКА h) 的 预报 估 值 , 4 是 预报 的 步 长 , 则 关于 ОСК) 1) А 
的 预报 估 值 G(X + Alk) 的 算法 是 
ОК + АЈА) 一 (к + h| k) + ÊCk + А) + әуен 
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2. 实际 预报 结果 

а) 关于 产 油 基 的 预报 

依据 产 油 量 自然 递减 的 历史 数据 ， 并 应 用 前 面 给 出 的 参数 跟 
踪 公式 (7.4) ,可 得 出 时 变 参 数 的 一 系列 估 值 见 表 7.3( 这 里 只 写 出 
了 一 部 分 )。 





表 7.3 

4 аю ÊK) Pk) 
15 7.9765 —0.6875 0.4651 
16 7.9793 一 0.6774 0.3567 
47 7.9797 --0.6756 0.4552 
18 7.9692 --0.7148 0.3884 
19 7.9711 一 0.7070 0.4814 
20 7.9698 -0.7125 0.4864 
21 7.9713 --0.7058 0.4800 
2 7.9708 – 0.708! 0.4822 
2% 7.9693 一 0.7149 0.4888 
24 7.9694 一 0.7144 0.4883 
25 7.9700 -0.7116 0.4854 
26 7.9692 一 0.7151 0.4890 
27 7.9689 一 0.7170 0.4910 
28 7.9700 一 0.7114 0.4851 
29 7.9694 --0.7145 0.4883 











从 8,04), ACR), PAR 值 的 分 析 可 以 看 出 ， 我 们 能 够 应 
曲线 增 量 法 计算 参数 的 预报 估 值 。 这 种 预报 算法 能 够 写成 
alk + МЮ) = ак) + да, 
ВАН) = В) + KAG, (7.6) 
ФК + Н) = РАК) + Жат, 


其 中 P, 9, R 是 适当 取 定 的 常数 ，Ax。。Ap。，Ay。 是 定常 增 量 ， 
它们 可 由 下 式 确定 
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Agras БІ z (4,06) — а) 


1 А ~ 
Аво = т. (0-5) ko < 


1 
k—ko 
《。 是 适当 选 定 的 时 刻 。 
这 里 我 们 具体 地 有 : 
预报 起 始 时 间 《一 29 
8,(29) = 7.9694 2,(29) 一 一 0.7145 
了 7。(29) = 0.4883 
而 Да, = 0, ДВ, = —0.0009, Ау, = 0.0008 从 数据 (4,(К)). 
(50 和 17%(0)) 的 变化 趋势 可 以 看 出 , 应 该 有 P= = 
R 一 1, 于 是 可 以 得 出 各 参数 的 一 系列 预报 值 , 从 而 也 就 得 出 了 自 
然 递减 的 产 油 量 预 报 值 , 见 表 7.4。 


AT, = 





(РК) — F olko)) 


яла 预报 值 ,实际 值 及 误差 表 








预报 步 长 4 
预报 产量 0. 
实际 产量 2; 4.21464. 1288|4.0812| 4.0610 | 3.9336 
481: 2 (%)) -507 





3.7592| 3.6889 
3.8177] 3.7262/ 3.6951 
.241 (0.874 | 2.1609 | 0.825 |--0.320 |--0.882 | 0.168 





从 上 述 结果 可 以 看 出 ， 向 前 8 步 预报 的 误差 相对 值 最 大 为 
2.16%. RE 4 步 外 ,其 余 的 相对 误差 篆 小 于 1 免 。 
(2) 关于 产 水 量 的 预报 
产 水量 的 预报 算法 与 产 油 量 的 完全 相同 。 这 里 ， 我 们 具体 的 
有 
k= 29 8,(29) = 2.3560 
#,(29) = 0.3030 7,(29) = 1.1970 
关于 时 变 参 数 的 预报 ,仍然 可 用 曲线 增 量 法 。 其 增 量 值 分 别 为 
До, 一 0 Abu = 0.0026 Ду, = 0.0022 
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仍然 可 以 取 了 二 9 一 R 一 1， 则 可 得 出 时 变 参 数 的 一 系列 预报 
值 。 在 此 基础 上 即 可 得 出 产 水 最 的 预报 值 ,参见 表 7.5. 








Ж 7.5 
PKA 
预报 值 6。 20.33 | 21.28 | 22.25 | 23.25 | 24.28 | 25.33 
实际 值 Ow 20.66 | 21.75 | 22.30 | 23.43 | 25.03 | 26.00 
iR %(% 141 2.12 0.20 | 0.77 2.997 2.57 


由 上 述 结果 可 见 , 向 前 7 步 预报 , 误差 相对 值 最 大 者 是 
2.997%。 平 均 相对 误差 为 1.767%， 这 个 精度 已 完全 满足 了 工程 
上 的 要 求 。 

(3) 注释 

在 实际 工程 中 ,通常 希望 知道 的 是 实际 的 产 油 量 , 而 不 是 自然 
递减 产量 ,这 就 产生 了 -个 预报 值 的 变换 问题 

另 一 方面 ,由 于 制定 油田 最 优 开发 规划 的 需要 ,要 求 我 们 建立 
产 油 量 和 产 水 量变 化 的 状态 方程 ， 如 果 有 了 这 样 的 状态 方程 ， 屠 
么 变换 的 问题 ,也 就 随 之 解决 了 。 为 此 ,我 们 置 

x(k) 
x(k) = е 
其 中 «(ӨО ЖАИЗ НН, СК) 表示 外 时 刻 的 实际 
产 水 量 。x(4) 就 是 状态 变量 ， 于 是 所 需 的 状态 方程 可 写成 
x(k +1) = (ж) + вади) 
其 中 
ak о 
S E a 
a(k) 是 不 时 刻 的 产 油 量 的 自然 递减 率 , 而 a(k) F k RA 
量 的 自然 递增 率 。 它 可 由 下 述 方法 确定 
ОА + 1) = (00) + МО) 
其 中 МОХ) 为 采用 新 措施 增加 的 水 量 。 所 以 
= 9:04 +1) _ MA) 
MTG) ~ 0) 
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如 果 М(А) 已 知 ， 则 ок) 就 完全 确定 了 ， 如果 МА) 未 知 ， 
我 们 可 以 应 用 МАО (к) 的 估 值 。 实践 表 明 , 在 其 油田 的 中 含 
水 期 ,其 秆 在 0.03~0.05 问 变化 ,不 会 对 a(k) 有 太 大 影响 。 
状态 方程 中 的 ua(4) 是 在 第 k+1 时 刻 将 发 挥 作用 的 措施 
(控制 ) 向 量 ，B(%) ЕЖЕЛ АР CECAIR. 
如 果 用 а(А), 68( + 1), +, Ôk А — 1) 表示 相继 的 和 
个 时 刻 将 采取 的 措施 向 量 。 则 我 们 不 难得 出 实际 产量 的 预报 公式 
RCR + 1) = A(Ck)x(k) 十 BCk)ÂCK) 
ÊC +2) = Alk + 1)ÊCk + 1) + ВА + 1384 + 1) 
= Alk + 1)ACk)x(k) + А(К + 1)B(R)ACR) 
+ B(k + 1)ûâ(k + 1) 

















一 般 地 我 们 有 
ЖАК + 8) = Alk + h — 1): АСОж(К) 
+ B(k + 1 — 1)а(А + 8 — 1) 


K+h—2 


+ > + в 1) ACG + 1)BCGAC) 


i=k 
如 果 不 采取 任何 措施 ,我 们 有 
ҚАЗ) 一 Alk 十 大 一 1) АСПОж(К) 
其 中 ACR) 的 各 元 素 在 将 来 时 刻 之 值 , 由 一 系列 的 预报 值 决定 


$7.2 产品 销售 量 的 预报 


产品 市 场 需求 量 (销售 量 ) 的 变化 是 十 分 复杂 的 。 通常 一 种 产 
品 ( 商 品 ) 市 场 需求 量 的 变化 (反映 产品 的 寿命 周期 ) 大 致 可 分 成 以 
下 四 个 阶段 : 

1) 试销 价 毁 (产品 的 发 展期 ), 在 这 一 阶段 中 ， 产 品 刚刚 投入 
订 场 。 还 没有 被 广大 购买 者 所 认识 。 此 时 销售 景 随 着 市 场 的 开发 
GPK, AREA mA A. 

2) 畅销 阶段 ( 产 品 的 成 熟 期 ) ,一 种 好 的 并 且 是 生活 或 生产 经 
常 需要 的 产品 ， 一 经 受到 广大 的 消费 者 (购买 者 ) 的 欢迎 ， 即 进入 
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了 了 汤 销 阶段 ,在 这 一 阶段 ,市 场 迅速 扩大 ,销售 量 将 日 益 增 加 , 

3) 饱和 阶段 (产品 的 饱和 期 )， 由 于 畅销 阶段 的 刺 沿 ， 该 种 
产品 的 产量 猛 增 ,使 得 在 市 场 上 出 现 供求 相当 或 供过于求 的 老 势 . 
这 时 ,该 种 产品 在 市 场 上 达到 了 饱和 阶段 。 从 生产 厂家 来 看 ,后 继 
产品 的 销路 将 会 受到 影响 , 故 不 宜 再 增加 该 产品 的 产量 。 所 以 , 生 
产 厂家 要 特别 注意 市 场 情 况 的 变化 。 

4) 淘 沐 阶段 (产品 的 衰退 期 ) ,任何 一 种 消费 品 的 销售 量 都 随 
社会 文明 的 发 展 而 变化 ， 所 以 要 出 现 产 品 不 断 更 新 换代 现象 ， 如 
果 有 物美 价 廉 的 新 产品 代 蔡 了 老 产 品 ， 则 老 产品 即 到 达 了 淘汰 阶 
段 ， 此 时 必须 随 着 市 场 需 求 量 的 减少 而 减少 该 产品 的 产量 。 甚 至 
尽早 停止 生产 . 

有 些 产 品 的 需求 情况 还 要 受 季节 变化 ,年 景 变 化 .风土 人 情 等 
多 种 因素 的 影响 。 

由 上 述 可 见 , 产 品 销售 量 的 预报 ,是 一 项 复杂 的 工作 ， 在 进行 
预报 时 ,至 少 应 注意 以 下 几 个 方面 的 问题 : 

1) 分 析 该 种 产品 的 销售 过 程 ,并 分 清 我 们 所 要 预报 的 产品 处 
于 市 场 销售 过 程 的 哪 一 个 阶段 。 从 而 明了 该 产品 销售 最 的 大 概 变 
жа». 

2) 对 被 预报 量 进行 分 析 , 找 出 与 它 有 关 的 主要 因素 作为 预报 
因子 . 

3) 建立 一 个 适用 的 预报 模型 ,依据 这 个 模型 ， 用 有 效 的 预报 
方法 进行 预报 。 

在 预报 过 程 中 , 尽 可 能 地 采用 多 种 预报 方法 ,并 对 所 得 结果 进 
пат. 

以 下 我 们 以 自行 车 销售 量 的 预报 为 例 ， 来 说 明 多 层 递 阶 预 报 
方法 在 解决 销售 曼 预 报 问题 中 的 应 用 情况 

由 于 我 们 所 考虑 的 地 区 是 以 农业 人 口 为 主 的 ， 即 在 预报 期 间 
内 ， 自 行车 购买 力主 要 来 自 农民 ， 所 以 我 们 把 农民 年 平均 纯 收 入 
ulk) 选 为 预报 下子。 

我 们 与 到 了 有 关 的 历史 数据 见 表 7.6。 
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#7.6 自行 车 销售 重 的 历史 数据 家 













































































k (年) '" | а 3 | 5 6 7 
УСК) (48) 356 | 282 | 369 | 234 592 |2164 | 1050 
wk (元 ) | 71,7 | 86.2 | 67.4 | о | n | өл [571 
k 《年 ) “ұу ішінішлізі u 
УЉУ Св) | uss | пао | ош | 760 | 960 | 2310 | 1960 
ulk) СӘ 71.6 | 94.7 | 113.84 | 99.55 | 58.49 | 97.80 107 
k (年) 15 16 17 18 19 20 21 
УСК) С) 2460 | 2859 | 2177 | 2824 | 3423 | 3221 ez 
ulk) CÈ) 9 [98.93 | 94.6 | 96.6 | 70.2 | 84.5 | 109 











通过 对 表 中 数据 及 自行 车 实际 销售 情况 的 分 析 ， 可 以 确定 该 
产品 正 处 于 成 熟 期 与 饱和 期 ,其 销售 量 的 动态 方程 为 
Yk = Yri + Yra + Boul k) + Вш(К — 1) + er (77) 
其 中 у, ERA k DETERE, u ERRERA k AAEE 
均 实 际 或 预计 的 纯 收 入 , ол, оз, Во, В, WANEER, k 是 流动 时 
ІНІ, е(А) 是 随机 噪声 。 
对 于 系统 (7.7), 可 以 得 出 关于 它 的 时 变 参数 的 跟踪 公式 
јак) а(к— 1) 
(0) |_|е(к—1) 1 
85) ЁК 1) ха + yi- tulk) + (5-1) 
Ák) Ê(k— 1) 
YR! 





x i (у, — alk — о (А = ука 
u(k— 1) 
— ВЕК — ulk) — Êk — 1 —2)} (78) 
其 中 alk — 1), alk — 1), 46 – 1), 0—1) #0 (4—1), 
alk 1), 8k — 1), p(k 一 1) 的 估 值 。 
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适当 地 选取 初 值 : 
а.(0) = —0.778 4.0) = 1.89 
(0) = 6.02 Р.(0) = 一 5.69 
应 用 公式 (7.8) 得 出 时 变 参数 的 一 系列 估 值 见 表 7.7, 








Ф 7.7 
k âk) ёю Ёю | 800 
3 — 0.7780 1.8903 6.0205 — 5.6899 
4 = 0.7776 1.8905 6.0201 -5.6899 
9 一 0.7776 1.3905 6.0201 一 5.6899 
6 0.8838 2.547 6.2160 -5.490 
7 — 0.1090 2.0423 6.1670 -5.5502 
8 一 0.620 1.4753 6.132 – 5.578 
9 -0.5586 1.5302 6.132 -5.578 
10 -0.6044 1.4822 6.1325 -5.578 
1 -0.5654 1.482 6.132 一 5.578 
12 -0.6654 1.426 6.127 一 5.584 
13 -0.703 1.365 6.124 -5.589 
14 9.3600 2.2070 6.230 -5.524 
15 一 0.0509 2.036 6.214 一 5.541 
16 一 0.265 1.699 6.205 一 5.558 
17 一 0.5210 1.4781 6.1960 一 5.5670 
18 | -0.578 1.403 6.1944 一 5.569 
19 一 0.117 1.7635 6.2060 一 5.5537 


从 表 7.7 可 以 看 出 , Ak), 808) 分 别 收敛 到 6.2 和 一 5.56 左 
ж 40), а(%) 在 一 定 范围 内 变化 。 可 以 认为 它们 是 平稳 的 , 对 
ак), ак) 建立 AR 模型。 应 用 FPE 准 则 ， RH alk) 的 模型 
为 4 阶 , 即 ` 
GR) aê (k — 1) + aê (k — 2) + аза(к — 3) 
+ (6 — 4) + elk) (79) 
可 以 选取 未 知 参数 ал, аз, аз, а, 的 初 值 如 下 
а, == 0.1628 а; = 0.2361 а, = 0.4444 а, = 0.0744 
从 这 些 初 值 出 发 , 对 а, а, аз, а, 分 别 进行 递 推 估 算 ， 可 求 出 关 
于 它们 的 一 系列 估 值 ， 然 后 取 其 平均 值得 
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а, = 0.1141 а, = 0.2248 а, = 0.4271 а, = 0.1457 
РАО ап, а,, аз, а, Ж 20, 21 时 刻 ( 即 1977, 1978 年 ) И] А 
值 为 

4(20) 一 一 0.4042 8(21) 一 一 0.3944 
同 理 , 求 出 ок) 的 AR 模型 的 阶 数 是 ?7， 并 预报 出 第 20, 21 时 
刻 的 值 为 
2420) = 1.7562 4,21) = 1.7148 
这 样 ,可 得 出 20 时 刻 的 自行 车 销售 量 的 预报 值 为 
#(20) 一 (一 0.4042) X 3423 + 1.7562 х 2824 
十 6.2 X 84.5 — 5.56 X 70.2 ~ 3704 
同 理 求 出 21 时 刻 的 自行 车 销售 量 的 预报 值 为 
#(21) = 4805 
平均 预报 相对 误差 为 11.5.%。 


$7.3 工业 总 产值 的 预报 


1. 关于 工业 总 产值 的 自 回 归 多 层 递 阶 预 报 


设 我 们 已 取得 了 某 县 的 工业 总 产值 的 历史 数据 , 见 表 7.8, 
Ж 7.8 





19581959 








序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 joju 








РАК ya | 876 | 138 4 
(55 1383 | 1324 | 1835 | 2707 | 2413 | 2472 | 2628 | 2472 |31614353 




















年 代 1960 | 1961 | 1962 | 1963 | 1964 | 1965 | 1966 | 1967 | 1968 |196911970 





序号 人 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 |22 





产值 ya | 3700 | 3175 | 2779 | 2613 | 2653 | 2891 | 2964 | 3310 | 2863 (3358/3685 








年 代 1971 | 1972 | 1973 | 1974 | 1975 | 1976 | 1977 | 1978 | 1979 |1980|1981 








век | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | зо | 31 |32 | 33 
































产值 rà | 4089 | a338 | 1592 | 4790 | 5606 | 5883 | 6876 | 6772 | 7880 [8629495 
(万 元 ) | 
































依据 对 这 些 数据 及 该 县 工业 经 济 情况 的 分 析 ， 我 们 可 采用 二 
阶 时 变 参数 的 AR 模型 来 描写 该 县 的 工业 总 产值 的 动态 变化 情 
况 。 即 
уь = OLR) Yki + OK) YR2 + er (7.10) 
у ERA А ПУМИ АН, 0(4),6(4) 是 时 变 参数 ，cx 是 
随机 噪声 ， 
ФК), OCK) 的 估 值 Ôk), Ôk) 由 下 式 确定 
6(К) у _ /6(6 — 1) 1 Ука 
ба)” баса ата (а) 
-06(%-1), 1-08-11) 2) (711) 
于 是 我 们 可 以 得 出 二 层 时 间 序 列 Ө(А) = (68), 的 一 系 
列 估 值 




















001), 602), ---„в(м) 
依据 这 些 数据 ,我 们 可 建立 Ôk) 所 满足 的 AR 模型 
9(К) = аб(к — 1) + 00(k—2)+ oad(k— 3) 


Жаб(к— 4) + elk) (7.12) 
ФК) = blk — 1) + 6904 — 2) — b0 k — 3) 
+ 60,04 — 4) + elk) (7.13) 





对 于 (7.12) 和 (7.13) 式 中 出 现 的 未 知 参数 4，…， au ba ……、 be 

当然 仍 可 以 用 类 似 于 (7.11) 式 的 递 推算 法 来 确定 它们 的 估 值 。 
在 我 们 的 实际 问题 中 ,经 对 所 得 到 的 估 信 列 {41()}, {6()} 

进行 分 析 后 发 现 , 可 以 认为 它们 均 是 非 时 变 的 。 
TERSERAH, 1977 年 以 前 的 数据 出 发 可 得 出 向 








后 4 年 的 试验 预报 值 , 参 见 表 79. 
表 7.9 

= ж х ок | Sat | „ИВЕ | жәй 
у) жо =y у | IAl/y (9) 

1978 6772 7265 一 493 7.2 

1979 7880 7959 一 29 1.0 

1980 8612 8651 -9 0.1 

1981 9495 9570 一 75 6.% 
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以 上 结果 表明 ; 

1) 对 1978 ~1981 年 的 预测 结果 与 真 值 相 比 ,误差 比较 小 , 因 
此 有 充分 理由 认为 模型 拟 合 程 度 是 可 信 的 。 

2) 由 于 1977 年 产值 较 1976 年 的 产值 有 大 幅度 的 提高 , 故 预 
测 估 值 稍 偏 高 。 

(1) 中 期 预测 

我 们 以 1949~1981 年 的 33 年 数据 为 基础 ,对 1982 ~1990 年 
进行 9 年 的 中 期 预测 ,计算 结果 见 表 7.10。 1990 年 与 1980 年 的 
产值 之 比 为 2.5. 























表 7.10 
年 份 1980 1983 1985 1990 
预测 产值 (万 元 ) 8642 11232 13541 21238 


(2) 远 期 预测 

随 着 年 代 的 推移 ,任何 一 种 预测 方法 的 误差 都 会 越 来 越 大 ,这 
是 不 言 而 喻 的 。 为 了 克服 这 一 不 足 ,减少 失真 程度 ,我 们 采用 分 段 
的 办 法 ,进行 逐 级 预测 。 
第 一 步 ”我 们 用 中 期 预测 的 办 法 , 测 得 1982~1990 年 的 产值 。 
ЖСЖ» ”将 测 得 的 1982~1990 年 数据 并 人 原 数据 组 ， 再 向 后 10 
年 预测 。 结 果 见 表 7.11。2000 年 与 1980 年 的 产值 之 比 为 5.9。 

Ж 7.11 | 
年 6 1991 1995 | 2000 


预测 值 ( 万 元 ) 








23199 32673 50483 


2. 关于 工业 总 产值 的 常规 自 适 应 预报 
下 述 的 应 用 实例 说 明 ， 常 规 的 自 适 应 预报 方法 对 于 一 些 问 题 
特别 是 短期 预报 ,也 能 够 获得 较 好 的 效果 . 
我 们 来 考虑 某 地 区 的 工业 总 产值 的 预报 问题 。 把 与 总 产值 有 
密切 关系 的 投资 额 作为 预报 因 了 于。 设 已 得 到 的 历史 数据 见 表 
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= in 









































































қ 份 | 1953 | 1954 | 1955 | 1956 | 1957 | 1958% 
总 产值 ( 亿 元 ) | 21.59 | 23.70 | 23.53 | 30.11 
投资 额 ( 亿 元 ) | 4.01 | 4.93 | 5.58 | 5.85 
年 份 1960* | 1961*| 1962 | 1963 | 1964 | 1965 | 1966 
总 产值 ( 亿 元 ) | 95.74 | 44.03 | 40.46 | 45.92 | 54.52 | 71.05 | 86.72 
投资 额 ( 亿 元 ) | 14.40 | 5.07 | 4.16 | 5.06 | 6.47 | 5.88 | 6.36 
paek - === 
年 份 1967* | 1968% | 1969 | 1970 | 1971 | 1972 | 1973 
总 产值 ( 亿 元 ) | 78.12 | 75.03 | 95.08 | 115.91 | 119.53 | 125.29 | 130.01 
投资 额 ( 亿 元 ) | 4.36 | 3.73 | 5.42 | 6.16 | 5.83 | 6.62 | 8.11 
年 份 1974 1975 1976* 1977 1978 
总 产值 ( 亿 元 ) 





144.59 
8.81 





160.69 
10.97 


169.52 
8.26 





184.20 
8.89 


投资 额 ( 亿 元 ) 








13.25 





用 y 表示 第 《年 的 ] 


投资 额 ,近似 的 取 ”一 1, ти 2, 则 相应 的 CAR 模型 是 
Уын 十 ау + ауа 





CWA, ulk) 表示 第 《年 的 工业 总 


= bulk) + bulk — 1) + bulk — 2) + (4-1) 
我 们 采用 如 下 的 自 适应 预报 算法 
Ik + 1) = ECOC — 1) 
би) = 606—1) + МО укы — ФОО — 1)) 
_ __К.—1Ф8) 
MD = форта ПФ) 
P(k) = 2 [1 — M(K)$(K)"IP(k — 1) 


为 应 用 上 述 的 预报 公式 ,首先 根据 部 分 统计 资料 ,用 最 小 二 乘法 确 
定 608) 和 РСК) 的 初始 估 值 Ө0Һ), PCko), 在 计算 中 ， 应 该 把 
明显 反常 的 数据 剔除 出 去 。 例如 ， 在 前 面 的 统计 资料 中 ，1958， 
1959, 1960 和 1961 年 的 数据 ， 显 然 不 符合 一 般 的 规律 。 而 1967 
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和 1968 年 两 年 的 资料 也 是 反常 的 ， 在 计算 过 程 中 ,应 该 把 这 些 数 
据 剔除 出 去 。 

应 用 上 述 的 自 适 应 预报 算法 ， 依 据 前 述 的 资料 ， 对 1972 ~ 
1978 年 的 工业 总 产值 进行 逐年 的 预报 ,其 结果 见 表 7.13, 


Ж 7.13 













年 份 | 1972 


预报 值 ( 亿 元 》 
真实 值 ( 亿 元 ) 





1973 1974 1978 





130.07 | 139.41 | 148.49 | 160.07 | 181.61 
125.29 | 135.01 | 144.59 | 160.69 


181.09 | 205.85 
169.52 | 184.20 | 199.44 






从 上 述 的 计算 结果 与 简单 分 析 的 初步 结论 可 以 看 出 ,我 们 所 
提出 的 预报 方法 ,是 有 实用 价值 的 . 

此 外 ,由 数理 统计 的 有 关 理 论 得 知 ,我 们 的 工业 总 产值 的 真实 
值 % 与 预报 值 УК) 之 间 应 该 近似 地 满足 下 述 关系 

P{I(k) — 20 < уь < 4) + 20} = 0.95 
这 就 是 所 谓 20 原则 ,其 中 他 是 Var{elk)} 的 估 值 , 它 可 以 通过 
多 组 数据 所 算得 的 残 差 来 近似 估计 ,我 们 得 出 
4-25 

由 此 不 难看 出 , 除 1976 年 的 极 特殊 情况 外 ,在 信 度 a == 0.05, 
即 置信 水 平 1 一 a = 0.95 时 , 真实 值 基本 上 都 落实 在 我 们 的 预报 
区 间 

[9— 26,9 + 25] 
当然 ,如 果 预 报 的 步 长 加 大 ,其 效果 就 不 会 如 此 令 人 满意 。 
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第 八 章 多 层 递 阶 方法 在 自 适应 控制 中 的 应 用 


由 于 本 章 所 介绍 的 每 种 方法 都 涉及 到 模型 参数 的 自 适应 预报 
问题 ,对 此 我 们 采用 了 多 层 递 阶 方法 ,所 以 有 时 也 称 这 些 自 适应 控 
制 方法 为 多 层 递 阶 参数 自 适应 控制 ， 


§8.1 参数 预报 自 适应 控制 及 其 在 农业 中 的 应 用 


我 们 考虑 如 下 系统 的 自 适应 控制 问题 
Ук + а(К)ува + аа(К)Ууј-а 
Бик — h) + ВК — 8 — 1) + 
+ а А — h — m) + er (8.1) 
其 中 a 是 零 均值 的 白 噪声 , h ЕТЕ ВЕК alk), salk), 
80, В.С), +", (0 是 未 知 的 时 变 参数 。 置 
PRV = [一 ye 一 Jo НО В), 55 
ulk — h — ту) 
OCK) = Lolk), 555, оа), ВСК), ВК), + + +, ВС 
则 公式 (8.1) 可 以 写成 
уд = ФУ ФА) + er 
设 我 们 已 得 到 了 时 变 参 数 600 的 一 系列 估 值 6(1)， 
60), …，,6(V), 此 处 N 是 “现在 时 刻 "， 从 这 些 数据 出 发 ,应 用 
多 层 递 阶 预报 方法 ,可 以 得 出 参数 6(4) 的 一 系列 预报 什 
O(N + d| N) = [ам + 410), >, ФМ + |м), 
ÊN + |А) (М 二 4dIN) +, 
Ên(N + d|N)] 
4-1,2,---,8 
应 用 这 些 预 报 值 和 观测 数据 
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Uos Yis 555» Ум] 0800), «(1055555 «(М)) 
可 以 得 出 y 的 一 系列 预报 值 ЖУ--420,4-1,2,--,2 

IN + 1) = —а(у + ЦАјуј —  — 6(N + ЦМ )унн-е 
HÊN + ЦА) + 1— А) т 
+ Ё, + ЦА) (М + 1—% — т) 

ХМ + 2) = — а (МУ + 21 У) + 1) 
— (У + 2|№)уу 一 … 
— ам + 2|N)I(N + 2 — n) 
+ СМ + 210) М + 2 —ћ) + +++ 
+ ба(М + 21М)и(М + 2—8%— т) 

IN +h) = lN 十 如 N)y*(N + 2 — 1) — + 
— ê, (N 十 中 N)y*(CN +h — n) 
+ ÂN + АА) (А) 
+ АКМ + АА) (М — 1) + 


+ bn(N + hIN)u(N — т) (8.2) 
其 中 
Умећ- 22А 
панаа ВА ПРУ 
1=1,2, -n 
设 是 现在 时 刻 ,并 已 有 数据 


05, 5", УАР (009,555 (К 10) 
如 果 > 是 系统 在 时 刻 & 十 4 希望 的 输出 值 ,， 则 由 《8.2) 式 不 难得 
出 ,我 们 所 寻求 的 参数 预报 让 适应 控制 律 是 
r = еж Н+ 4—1) 一 … 
— (к h) КУК +h — n) + ВА + h'k)ulk) 
ЖАСКА h\kulk— 1) + 
+ nlk + Аа т) 
式 中 除 x(A) 外 ,其 他 量 缘 是 已 知 的 。 上 式 又 可 写成 明显 的 形式 ， 
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w(K) = Ду + (4 ЕМ ЈУ (КА + + — 1) + 


1 
Êk + #14) 
"ак + АУК + h — n) 
— Âk + 8 бик — 1) — >e 
— Ênlk + h| k)ulk — m)} 
此 处 假定 AGHAR S0 为 保证 这 一 点 在 参数 估计 和 预报 过 
程 中 可 取 ACR 十 #16) 一 Bo( 常 数 ). 
以 下 给 出 的 是 参数 预报 自 适 应 控制 方法 在 农业 上 应 用 的 实 
7. 
设 已 知 小 麦 单位 面积 产量 的 预报 模型 是 
у = (Кук + «(Оу + BCR)w (KR) + BAAR)w(R) 
Ву ак) + (К) (А) + YR) WR) 
Ви би) + пик) --?(04(5) + er (8.3) 
Жану, ЕЖЕН“, w 与 wk) 为 与 之 有 关 的 气 
RAF, mhk), tr, (А) 分 别 表示 良种 推广 ,肥料 施用 量 、 水 利 
化 程度 ,机 械 化 程度 农村 经 济 政策 ,生产 组 织 形 式 等 因素 ,其 中 的 
非 数量 因素 已 经 过 “评分 ”方法 进行 了 数量 化 。ex 是 零 均 值 的 不 
ЖЕЉЕН. alk), +, (К) 等 为 时 变 参 数 ” 依 据 历史 数据 , 由 
模型 (8.3) 出 发 应 用 多 层 递 阶 方法 可 求 出 诸 时 变 参数 的 向 前 一 步 
的 预报 值 
2(44%--1) = 0.1280 8(41%— 1) = 0.2975 
6614 — 1) = 0.2091 (|А 1) = 0.2396 
РАКА — 1) = 0.3041 (klk — 1) = 0.2052 
РЕКА 1) = 0.2267 %(4|4-1) = 0.2561 
РІК = 1) = 0.3178 7414 — 1) = 0.3022 
两 个 气象 因子 的 多 层 递 阶 预 报信 分 别 为 
A (klk — 1) = 90.6 2614 — 1) = 65 
假定 已 知 : 良种 推广 水 平 (А) 一 100， 水 利 化 程度 (А) = 85 
(2), 机 械 化 程度 mk) 一 85(%), 农 村 经 济 政策 和 生产 组 织 形 
式 分 别 被 “评分 ”, 其 值 为 ，w;(《) = 100,4(4) 一 95， 问 题 是 肥料 
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用 量 达 到 怎样 的 程度 才能 使 小 麦 单位 面积 产量 达到 400 斤 ， 历 史 
数据 给 出 前 两 年 小 麦 单位 面积 产量 分 别 为 352 斤 和 298 Ж. 
应 用 参数 预报 自 适应 控制 算法 不 难得 出 : 
пук) = 487 F 
这 个 结果 与 历史 数据 比较 后 可 见 ， 为 了 使 小 麦 单产 达到 400 
斤 ,必须 大 大 地 增加 施肥 量 。 





58.2 ”稳定 的 参数 自 适应 控制 


考虑 下 列 形式 模型 的 系统 的 自 适应 控制 问题 : 
A(q ју, = B(G Julk) + CEDR) + 
+ CEC )solk) + vr (8.4) 
其 中 y Н, (К) ERA, aA), es so(4) 是 可 观测 
的 干扰 ,vi 是 模型 的 非 明确 随机 部 分 , 9 天 是 一 步 延 迟 算 子 , 而 
4(47) = 1 + а,47! + +++ + а," 
В(91) = b+ + bag” 
CFT) = DGT H e+ сата мо i=l, o, Р 
参数 100), e, 00) 可 能 是 时 变 的 .只 要 置 
У = А(4 "ју, — B(q™')u(k) 
由 (人 六 一 [一 1 (КЕ — hi), sk = 1): 
alk — А): slk 1) “spl k — 2) 
NCK) = ССТ) (1) eta) ech) 
则 模型 (8.4) 可 写成 
I*R) 一 ФОТО + vr 
根据 前 节 的 结论 , 必 有 随机 时 变 参数 O) 使 得 
УЧА) = (kO) (8.5) 
其 中 000) 一 [ct(1) ca(1) eCo) ca O] 故 在 此 只 须 落 
不如 下 形式 的 系统 
A(g ye = В(4794(0 + Сал) + + Cls) 
(8.6) 
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此 处 
салу = с (1)8 +. 十 с (йт 1=1,2, :.., Ф 
ali), е с) (i 一 1, 2,555, р) 是 时 变 随 机 参数 , 置 
PRY = (у тлу ьа НОЕ 1), =+, ulk т), 
alk = D, ty А-А), ta slk i) 
„(А — ћ,)] 
ER) = а, es das bis е ай), с), е» 
г), 5555 ср] 
则 模型 (8.6) 可 以 写成 
у: = ФИОЧИ) 

从 上 述 模型 出 发 我 们 提出 稳定 的 参数 自 适应 控制 算法 如 下 : 

1) 寻求 保证 系统 稳定 的 系统 参数 的 初始 估 值 . 

任 取 一 组 使 系统 稳定 的 参数 的 初始 值 ÉO, 应 用 估 值 公式 
EC 一 上 一 1 十 TOF Piy — PAVER — DY 
依据 离线 的 观测 数据 ， 对 参数 EO 进行 离线 的 递 推 估算 .如 果 
有 某 组 参数 估 值 已 超出 了 系统 的 稳定 域 , 递 推 估算 即行 终止 ,并 用 
以 前 各 组 参数 估 值 的 平均 值 E) 作为 自 运 应 算法 的 参数 初始 
值 . 

2) 把 所 求 得 的 参数 估 值 的 初 值 分 成 两 部 分 
(ыу = Са СА), 2,4,0), АСЫ), 255 Bal ko)] 
ÉK = Га, 0,5958 0, Б) о ECP, Да), 1 


ср» 821 
置 
Arl) = 1 + 4(К)4 H + + 2,06)" 
в, ГО = Bb(k)g + ++ + 2,06)" 
ША 4,047), В, 都 是 稳定 的 . Ф 
YR) = 4,(479У,- Bo(g™)u(k) 
则 自 适 应 控制 系统 的 模型 是 


ЖОО = ФОА) = фи) (8.7) 
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此 处 
ос = ER = Lal, 9,5, см 60, eee, 
ср, k), 5555 ca CPs К) 
ERE = Lak De 





(5-2,1 
3) 应 用 估 值 公式 
= 60 一 Я : (Ауда-1 
дс) = ёк D+ ар” 99 (0-ФОУФА- 1)} 


(8.8) 
在 线 地 对 时 变 随机 参数 ӨСІ) 进行 估 值 ， 并 应 用 多 层 递 阶 预 
报 算法 ,对 ÔC) 进行 向 前 一 步 预报 ,四 005-514) 表示 所 得 的 
预报 值 . 
4) 依据 模型 (8.7) 可 导出 稳定 的 参数 自 适应 控制 律 如 下 
Yo + 2,10) уа Hte 2,0) Уда = Бик — 1) + e 
+ Ё (К) — т) 
+ ФОКА – 1: 
其 中 y 是 给 定 的 希望 值 , 或 者 是 


w(K 一 1) 一 ко” + а(%)у-а бәк åalko)Yr-n 
-Ы4%-2)-<--%%У6%-- т) 
-ФООӘОЦА- 10) (8.9) 


以 下 我 们 对 这 种 控制 算法 在 应 用 中 可 能 达到 的 控制 精度 进行 
分 析 : 
ШЕН 0*(《) 表示 系统 的 参数 OA) 的 真 值 ,w*(《 一 1) 表 
示 在 当前 的 条 件 下 ,为 使 系统 输出 УСК) 达到 希望 值 y 时 所 需 采 
取 的 真实 控制 量 , 则 我 们 应 该 有 
жабуы 十 Ға)». = Él ko)u* (k — 1) 
+ БК ulk— 2) + 
+ bnl ko)ulk — m) 
+ p(k)'O*(K) 
228 。 





шав 
ЖО = yo + 20кун + Anl) Yeon 
Elk Ju” Ck — 1) — БАКА — 2) = + 
— nl ko)ulk — m) 
则 有 угао = Фра) 
另 一 方面 ,由 6(4 一 1) 和 上 述 模型 ， 并 应 用 递 推 公式 (8.8) 
可 求 得 600, 不 难 证 明 它 也 满足 
О = ф,060"006) (8.10) 
НЕ Alk 1) 表示 由 控制 策略 (8.9) 算得 的 x(《 — 1) 
在 系统 的 执行 机 构 上 实现 的 值 ， 与 之 对 应 的 系统 在 时刻 的 真实 
输出 表示 为 9 FERNE 
Pr H bilko) Yki 5 alko) Yra = БУКЕ — 1) 
+ АСК) 2) +-+ 
+ Ênlko)ulk — т) 
+ AÊ k — 1) 





由 (8.10) 式 中 减 去 此 式 ,可 得 
УР % = ФА АВА) + Вулић — 1) 
其 中 4004) = 60) — 60КА — 1) 
Aulk — 1) = и(4—1) — (К — 1) 
至 此 ,我 们 证 明了 下 述 定理 : 
定理 8.1 应 用 稳定 的 参数 自 适 应 控制 律 于 真实 系统 ,所 得 出 
的 真实 误差 是 
у — % = ФААУАФОО + (hk)Au(k — 1) 
这 个 定理 说 明 ， 我 们 所 提出 的 自 适 应 控制 律 的 控制 精度 依 
赖 于 时 变 参数 估 值 的 预报 算法 的 精度 和 实际 系统 执行 机 构 的 精 
ж. 
多 项 式 4.047) 和 Bal) 的 稳定 性 在 一 定 条 件 下 保证 了 
让 适应 控制 系统 的 稳定 性 。 
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883 含 未 知 部 分 的 自 适 应 控制 模型 的 补偿 方法 


这 里 ,我 们 侵 定 所 考虑 的 动态 系统 的 模型 含有 未 知 部 分 , 它 可 
以 写成 如 下 的 形式 
А(а "југ = 4 "В(4 ulk) + UCK) + С(а“је, (8.11) 
其 中 y 是 一 维 输出 , x(*) 是 输入 , 不 失 一 般 性 ， 也 可 以 假定 它 是 
一 维 的 ，U(《) 是 模型 的 未 知 部 分 ,但 其 中 不 包含 可 控 变 量 , ck 是 
零 均 值 的 白 噪声 . 
Alq) = 1 +а4 + + а," 
В(4') = bo + 64+ + bng” 
С(47) = 1 + с + eT 
q! Е-ЭЗЕЕЙЯ,а,-%,4,,8Һ,8, се» bms Cis 5 ос, 是 
模型 的 未 知 参数 , 4 = 0, 
如 果 置 
(5) 一 [oa ao bos bis tt, фи Cis cr (ОГ 
Ф(К) 一 [一 Ji- 一 yao НОК h), RO т — h) 
erais 5555 екн» ШЕ 
则 模型 (8.11) 能 够 写成 
Yr ФОТО) + er 
未 知 参数 m(*) 可 以 用 下 述 的 递 推算 法 进行 估计 
AK) = 904—1) + МОЈУ, — ECKA — 1)} (8124) 
M(k) = P(k — 17900) 
а. + ФООРК — 1900) 


РК) = + и-мажОУРА-1) 
大 





ФОО = Гука 199; уда ulk — h), 555 
ulk — т — h), e(k — 1), elk — 2), •••, 
e(k— ғ), 17" 

Elk) = уд — PVA), А 是 遗忘 因子 
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由 9(*) 的 估 值 ба), 2, AA TAE ОСК) КИ 
ба), 00), ++, 0С). 


А 


хн 5) 是 现在 时 刻 , 置 


1 4 à 
u=- Х ОО 
ki k=l 
以 及 
Е Ы 0х0 
适当 的 非 零 值 /-0 
нн 
а) = 20. 
а 
则 我 们 的 模型 可 以 写成 
А(4 ју, = 4 'В (4 Julk) + а(куа + С(479-, (8.12) 
> 


mK) == Гај, <5:, 4,, 6, 8,557, Бу Сә 777» 6,17 
G= (ти) A то 的 相应 分 量 为 系数 的 多 项 式 40479), 
B(T), CUD WEBER) 
即 G 是 参数 的 稳定 域 ,再 置 
"(9 一 100", а] 
Ф.К) = [— yri 一 Je НОЕ 8), +t 
ulk — т = h)elk — 1), ++, 8 (k — r), 41' 
我 们 选取 初 值 0,00) = 1400)", a(0)]， 使 得 400) єс 应 用 算 
法 
nalk) 一 分 (4 一 1) + MAI — Palk) alk — 9) 
РК — 13944) 
% АЕ ФА(ОЭ(5-- ОСО 
РА) = + [I — М(К)фа СК) IP — 1) > 
k 


ЯЖЯ тек) 进行 估计 ， 但 要 求 а 066 如 果 有 N., 使 
ANo +1) 6С, 而 ANEC РЕВИЈЕ 4047), B), 
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0097) 的 系数 为 
а, = 2.0№,), +", а, = ds( No) 
bs = БИМ), +t, bm = ба (Мо) 
c = âlN:), +, с, = 2,(М) 
于 是 在 以 下 的 讨论 中 ,我 们 恒 假 定 在 模型 
46799 = 4 "В(4)и(К) + а(к)а + С(479е, 
Іі, (479, BUD, СаО БЕА ТА. 48 
知 的 常数 ， 仅 有 alk) 是 未 知 的 参数 ，al(《)d 是 模型 未 知 部 分 的 
АМАЛ, 


584 补偿 自 适应 最 小 方差 控制 


这 里 我 们 所 邯 虑 的 系统 是 
А(47'ју, = 4 "В (47 ји(к) +alk)N + С(479е, (8.13) 
其 中 4047), BU 和 С(97) В— РАВАН 4" 的 稳定 的 
多 项 式 , 为 方便 计 , 不 失 一 般 性 , 设 这 些 多 项 式 的 次 数 皆 为 nx, a(k) 
是 未 知 时 变 参数 , N 是 适当 的 常数 ，cew EARE. 
为 估计 未 知 参数 alk) 的 值 , 置 
Ф(К) = (уда tts Уса НОК А), 2, ulk — h — n) 
` elk — 1), +++, (k — п)4" 
elk) = у, — PC kO — а(ЮМ 
ө = las 5%; 49 %» 5% "ы ба» с 55%; са] 


于 是 44) 满足 
44) = âlk – 1) + 24» — ф(6)'9 — ак — 1)} 
= 4 O AO) 


以 下 来 寻求 系统 (8.13) 的 最 小 方差 控制 律 : | 
由 模型 (8.13) 得 出 l 


• 232 • 








9 8(47) «<< 2 ery 十 8 «А+ ж) 














467) 4647) i УСЫ 
以 及 
e = 4447), BO) g-a 
t= са)" са“ u(k) 一 20-70 
ca~) 
把 20853 表示 成 如 下 的 形式 
CUD poo -a Е(479 
У 一 аса" 
其 中 


004") = 144 је H daag" 
Е(47') = h + hg™ ы-і еқ 
经 简单 的 计算 不 难得 出 
в(47)0(47) ору + РТ) 














нс) с) 
— EFUN N 
ol + жеђ о 
+ D(a errs (8.14) 
显然 Dera SL a(k) + ты. n 是 相互 独 
F(N А 
立 的 . 00-9 + А М ға ) 是 由 模型 中 


的 未 知 部 分 所 形成 的 ， 我 们 假定 它 与 系统 的 干扰 也 是 独立 的 ,如 
果 y(4 十 ћу 的 希望 值 是 y 则 由 (8.14) 式 不 准 得 出 最 小 方差 控制 
律 为 
сат) ғаз) FUON 
«9 пен” АСЫ МАМЫР CCE A 


N akt ој) (815) 





- ЖҰЗ 4") 
Ж el 表示 alk) 的 估 值 ， 而 alk 十 hI) 表示 alk) 依据 
数据 (4(0),40), 5400) 所 得 的 向 前 4 步 的 预报 估 值 。 我 
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们 可 以 应 用 多 层 递 阶 方法 来 寻求 一 系列 КЕ +) m=, 
2,，… ?4 的 估 值 外、 补偿 自 适应 控制 律 的 算法 由 公式 (8.15) 


alk) -10-%009) 


以 及 关于 {&(A)} тыш ЕЕ ТН НЕД РАЈА. ХН 
算法 的 优点 是 把 参数 自 适应 性 由 4647), BUD 及 CD 的 
参数 转移 到 参数 аА) E. 这样 既 考虑 了 控制 律 的 自 适 应 性 ,又 昭 
TRARRE, 


585 多 层 递 阶 参数 自 适 应 控制 在 造纸 机 上 的 应 用 


把 前 面 所 得 到 的 自 适应 控制 方法 应 用 于 “3150” 新 闻 纸 机 造 
纸 过 程 的 控制 ,可 以 得 到 良好 的 效果 . 

表现 新 闻 纸 的 质量 的 指标 很 多 ,但 其 中 最 重要 的 是 定量 (又 称 
基 重 ), 即 单位 面积 纸张 的 重量 和 水 份 , 即 纸张 中 的 相对 含水 量 . 若 
能 实现 较 好 地 控制 这 两 个 质量 指标 ， 定 会 收 到 较 大 的 社会 经 济 效 

定量 和 水 份 是 相互 夺 合 的 .。 送料 阀门 和 蒸汽 管道 阀门 是 调节 
定量 和 水 份 的 两 个 重要 的 执行 机 构 ， 此 外 ,纸浆 的 浓度 、 纸 机 一 段 
烘 缸 的 蒸气 压力 、 纸 机 的 车 速 等 ， 对 纸张 的 定量 和 水 分 都 有 较 明 
显 的 影响 ， 我 们 用 nO 表示 纸张 《时 刻 的 定量 ，y%(k) 表示 纸 
张 在 时刻 的 水 份 ; za(4) 表示 送料 阀门 的 开 度 〈 以 电压 表示 )， 
“(ОО 表示 蒸气 管道 阀门 的 开 度 〈 以 电压 表示 ); a(k) А 
BREE, (k) 表示 纸 机 一 般 烘 缸 的 蒸气 压力 ，s(A) 表示 纸 机 的 
车 速 。 于 是 有 


(9 
О) “(0 5 

о (пи) 0-0) ә-(%| 
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依据 对 造纸 工艺 过 程 的 分 析 ， 可 以 得 到 纸张 定量 水 份 控制 系统 的 
数学 模型 如 下 
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У) + Абу — 1) + (ук — 2) = B(k)u(k — 1) 
+ B(k)ulk — 2) 
+ с(0өе%-1) 
(8.16) 
此 处 
(40 ак) 
(0 4.0 
(bulk) 0 А 
BO 一 人 ВБ) і-1,2 
Calk) colk) сь() 
осо) 
显然 能 够 把 (8.16) 式 分 离 成 两 个 广义 单 输 出 模型 ， 以 定量 模型 为 
例 , 我 们 有 
NCR) 十 а), (К 1) + а (К) (К 1) + ау, (А 2) 
жау — 2) = Рак — 1) + БАСК) (А — 2) 
+ са = 1) 
十 с) (К — 1) 
+ с (6) (К — 1) (8.17) 
首先 确定 参数 а (к) = а, а. (к) = h, (А) = Èh, 
В) 一 Ва, Е 1 十 hg 十 47 和 Bh + Ва“ 都 是 
稳定 的 . 
假定 没有 对 纸浆 的 浓度 进行 在 线 检测 ， 取 ok- 1) => A 
浓度 的 平均 值 . 
置 
zh) = ОЮ) + А 1) + Bay 2) — Bhul k — 2) 
plk — 1) = ГК 1), —y(k— 2), (k — 1), 
(А — 1), э] 
OCK) = Гак), а), си(к), са, себе 
于 是 模型 (8.17) 可 以 写成 
a(k) — bm(k 1) = Ф(К — 1O) (8.18) 
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Alk) = 


i=l.? 








未 知 时 变 参 数 90(*) 的 估 值 w 可 以 用 递 推算 法 求 得 , 即 
86) = ёк 1) + Тег, ЕЕ ФСК) (26) — Виа (К — 1) 
— оку ба — 1)} (8.19) 
为 了 寻求 控制 律 , 我 们 把 模型 (8.18) 改 写成 
z(k + 1) — Ва (6) = p(k)O(k + 1) 
对 于 由 递 推算 法 (8.19) 得 出 的 86(4 + 1) 显然 有 
alk + 1) — (КӨСЕ + 1) = За) 
然而 ,在 寻求 控制 律 w(4) 时 ，z(《 十 1) 是 未 知 的 ， 所 以 Ê+ 
1) 也 是 未 知 的 . 我 们 可 以 用 ба + 1) 的 多 层 递 阶 预报 估 值 
66 +114) 来 代替 它 . 
ШЕ (Ck 十 1) 的 希望 值 是 у, 把 与 之 相应 的 2(К + 1) 记 
成 (К+ 1), 于 是 可 以 得 出 纸张 定量 的 自 适应 控制 律 是 


0 = а 0) ВС + 0) 


инее зави. 应 用 这 种 方法 ， 对 造纸 机 进 
行 控 制 ,取得 了 令 人 满意 的 效果 . 
例如 , 取 定 量 和 水 份 的 目标 值 分 别 为 
у= 50 у=7 
控制 的 结果 见 表 8.1. 


表 8.1 

















































































序 号 1 6 7 
定量 (g/m’) 49.00 48.87 48.99 49.13 49.96 49.58 49.49 
水 份 (2%) 6.78 6.81 6.7 6.81 7.51 7.2 7.1 

序 号 8 9 10 п 12 13 14 
ЗЕН (а/т?) 50.05 49.83 50.61 50.55 50.71 50.84 50.41 
же (%) 7.06 7.0 7.45 7.31 7.14 7.45 2.07 

=m 

E 号 15 16 17 18 19 20 
定量 (g/m) | 50.72 | 50.01 50.12 50.58 50.29 50.50 
же (%) 7.03 6.61 6.78 7.03 7.01 7.01 
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